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Sistemi di equazioni lineari

Un sistema di equazioni lineari ¢ un insieme di due o piu equazioni, & uno strumento che ci permette di
verificare in che punto due o piu rette si incontrano.

In questo corso ci occuperemo solo dei casi in cui il numero delle equazioni del sistema ¢ uguale al numero
delle incognite.

Un sistema di due equazioni in due incognite si presenta nella seguente forma:

ar+by=c
de+ey=f

Fra i vari metodi di risuluzione noi tratteremo solo due di questi: il metodo di confronto e quello di sosti-
tuzione.

Metodo di confronto
Considerate il seguente sistema:

Hor=y+l
y—2=2x

1. Ricavate la stessa incognita da entrambe le equazioni, cioé esplicitate entrambe le equazioni rispetto
alla stessa incognita (in questo caso y)

y=51-z-1
y=2x+2

2. Eguagliate i secondi membri delle due equazioni risultanti in questo modo

z+1

3 —x—1=2x+2

3. Risolvete I'’equazione ottenuta, che ora ¢ esplicitata in una sola incognita
z+1-3x—-3—-6x—-6=0
r—3r—6x=—-14+3+6
—8r = +8

r=-1
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4. Sostituite il valore ottenuto (che ¢ il risultato di una delle due incognite per questo sistema) in una
qualsiasi delle equazioni di partenza

y=2x+2
y=2(-1)+2
y=-2+2
y=0
Metodo di sostituzione
Considerate il seguente sistema:
3r+2y =5
r+y="7
1. Ricavate una delle due incognite, cioé¢ esplicitate ’equazione rispetto a quell’incognita (in questo caso
z)
3x+2y=>5
r=7—y

2. Trascrivete la seconda equazione nella prima, sostituendo il valore ricavato al posto dell’incognita
esplicitata precedentemente
3(7—y)+2y—5=0

3. Risolvete I’equazione ottenuta, che ora é esplicitata in una sola incognita
21 -3y+2y—5=0
Jy—2y=21-5
y =16

4. Sostituite il valore ottenuto (che ¢ il risultato di una delle due incognite per questo sistema) in una
qualsiasi delle equazioni di partenza

P.S. Per esercitarvi provate a risolvere i sistemi presentati precedentemente anche utilizzando ’altro metodo.

Potenze e radici n-esime
Elevare all’n-esima potenza un numero vuol dire moltiplicarlo per n volte in questo modo:

29=92.2.2.2.2=32

Mentre si definisce radice n-esima di un numero reale a, il numero reale positivo che elevato a n da come
risultato a.

V32 =2
poiché come visto precedentemente

2°=92.2.2.2.2=232



Ricordate che per convenzione:

0" =0
1"=1
n’ =1

TV

xzn zm

N.B. Tutti i numeri possono essere elevati a potenza, ma solo i numeri positivi possono essere portati sotto
radici di indice pari.

Proprieta delle potenze e dei radicali

xnl,m — xn+m
n
T
_ ,n—m
xrm o

RICORDATE
a” £b" # (a £ b)"

Funzione logaritmica ed esponenziale
Un’equazione esponenziale si presenta nel seguente modo:

a®=b>
Ad esempio
2% =8

Per risolverla é necessario esprimere le costanti come numeri elevati a potenza in modo tale da ottenere

potenze con la stessa base in entrambi i membri dell’equazione e poter occuparsi delle incognite, in questo
modo:



2= =1=3
Ripartiamo ora dalla forma generica di equazione esponenziale
a®=1b
E definiamo il logaritmo nel seguente modo

log(b) =z

(si legge: logaritmo di b in base a uguale ad z )

11 logaritmo quindi ¢ una funzione che ha come valore l'indice della potenza (x) a cui dobbiamo elevare la
base (a) per ottenere I’argomento (b).

Convenzionalmente la base del logaritmo é 10, ma esiste anche una base “speciale” che é molto frequentemente

utilizzata in economia e in statistica, il numero del Nepero, e. Il logaritmo in base e si definisce logaritmo
naturale e si scrive cosi

In(b) =z

(si legge: logaritmo naturale di b uguale ad )

La funzione esponenziale é la funzione inversa a quella logaritmica, per comprendere il suo significato ripar-
tiamo dall’equazione esponenziale che abbiamo utilizzato all’inizio

a® =b <= log,(b) =z

In(b) =loge(b) =r <= ¢€"=b

Durante la prossima esercitazione daremo un’occhiata alla rappresentazione grafica della funzione logaritmica
e di quella esponenziale.

Piccola anticipazione sul concetto di derivata

Possiamo considerare la derivata di una curva la sua migliore approssimazione lineare, ma non solo. Le
derivate, infatti, sono uno strumento utilissimo in moltissimi campi e c¢i permettono di misurare cose com-
pletamente diverse fra loro. Ad esempio la derivata in un preciso punto di una curva ci da D’espressione
della retta tangente a quel punto, e di conseguenza la sua inclinazione e pendenza. Pud anche esprimere la
variazione marginale (una variazione molto piccola) tra un punto ed un altro della stessa curva. Vedremo
come in questa materia saranno uno strumento utilissimo.

Sfruttiamo la rappresentazione grafica di una curva:

|

|

l -
/ 0 X Xg+h %

Parleremo di pit delle derivate durante la prossima esercitazione partendo proprio da questa rappresentazione
grafica.
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Funzione logaritmica ed esponenziale: reppresentazione sul piano cartesiano
Per concludere il discorso aperto durante la prima esercitazione riguardo queste funzioni, osserviamone la
rappresentazione grafica:

" ||
} / J.. — E'l:’
34 /
/ y=x
i
2 .
—
;
d ¥ =In(x)
e
—_ 0 X
T T T T T T T
-3 -2 -1 0 / 1 2 3 4
-1 X

Sia I’esponenziale sia il logaritmo sono due funzioni crescenti, ma il primo cresce pit velocemente rispetto al
secondo. L’intercetta della funzione esponenziale con ’asse delle y & 1, perché questa funzione vale 1 quando
e ¢ elevato a 0 (qualsiasi numero elevato alla 0 risulta 1), mentre non ¢ possibile che y sia zero perché non
esistono valori di = tali per cui un numero diverso da zero elevato a x risulti 0, e quindi questa funzione non
avra un’intercetta sull’asse delle ascisse, quest’ultimo € un asintoto orizzontale per la funzione esponenziale
quando essa tende a infinito negativo (tende verso sinistra del nostro piano cartesiano). L’intercetta della
funzione logaritmica con ’asse delle = é 1, perché questa funzione vale 0 quando 'argomento del logaritmo
é 1, mentre non c¢’é nessun valore che x possa assumere tale per cui il valore della funzione sia uguale a 0 e
quindi questa funzione non avra un’intercetta sul piano delle ascisse, quest’ultimo é un asintoto verticale per
la funzione logaritmica quando essa tende a infinito negativo (tende verso sinistra del nostro piano cartesiano,
ma trovando il muro che gli pone davanti I’asintoto é portata verso il basso).
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Regole di derivazione

’ Funzione \ Derivata
f(z) f'(z)
flz)=k f(z)=0
() =2 fllx)=1
f(z) =k-h(z) f(x) =k h(z)
f@)=k-« fllx) =k
f(z) =a" f@)=n-a"""
f(z) =hig(x)) | f'(z)=4g'(z) W(g(z))
f(z)=In(z fr(x) =
TG = @) | 7@ = W@
f (@) = log(w) (@) = 5@
F@ = )=
F@) =@ | J7a) = hia) &
f(z)=a® f'(z) = a”In(a)

N.B. L’espessione della derivata del logaritmo naturale non coincide con l'espessione della derivata del loga-
ritmo di una qualsiasi base.

Somma algebrica di derivate

f(z)=n(z)+g(x) — f'(x) = h'(z) + g'(x)

Prodotto di derivate

f @) =h(x)-g(x) — f'(x) = M'(z) - g(x) + h(z) - g'(x)

Quoziente di derivate

Esercizi

o f(z)=a%+322+ 1a% -1

27
FIORE = S

o fl2)= B

o f(z)=2"In(ix)

=4

° f (55) — ez3T2

Ricordatevi che potete sempre consultare le tabelle delle derivate fondamentali, potete trovare un’ottima
versione alla fine di questo documento.



Il teorema di Weierstrass

Sia [a, b] un intervallo chiuso e limitato non vuoto (un intervallo compatto) e sia f (z) : [a,b] — R una fun-
zione continua. Allora f (z) ammette (almeno) un punto di massimo assoluto e un punto di minimo assoluto
nell’intervallo [a,b] (assoluti quindi all’interno dell’intervallo, ma non necessariamente globali, ovviamente i
punti di massimo o minimo assoluti possono essere negli estremi).

f(c) -

f(d)-

Il teorema di Weierstrass, ci permettera d’ora in poi di assumere l’esistenza dei punti di ottimo (cioé di punti
)
di minimo e/o punti di massimo) durante i problemi di ottimizzazione, facendo delle considerazioni molto
)
poco vincolanti e stringenti sull’intervallo che stiamo prendendo in considerazione.



Tabella delle derivate fondamentali

y (variabile) y' (derivata)
costante 0
X 1
| =
]
xn nxn 1
L _1
X xz
1
\/x 2 \/;
_ 1
<l/x n n n—1
sin x COS X
COS X —sin x
1
g x — = 1= 1g° x
Cos™ X
1 2
cig x ——— = —l-cg'x
sin” x
1
log, x —log,e
X
1
Inx oppure In|x| oppure logx <
a* a‘loga
ex ex
, 1
arcsin x 2
1—x
1
arccos x - 5
\/ 1—x
; 1
arctg x
& 14x7
, 1
arcctg x -
& 1+x°




Tabella delle regole di derivazione

y (funzione) y' (derivata)
kf(x) kf'(x)
f(x) £ g(x) fx)xg'(x)
fx) - glx) f(x)g(x)+ f(x)g'(x)
f(x) - glx) - h(x) Sf'(x)g(x)h(x)+f(x)g'(x) h(x)+f(x)g(x)h'(x)
f(x) fl(x)glx) = flx)g'(x)
g(x) g’ (x)
Lf ()] nlf () f(x)
gl ) (x n ¥ glx)f'(x)
[ ()™ [f(x)] g'(x) - In[f(x)] + Iy
f(g(x)) f'(glx))g'(x)
sin f"(x) cos f(x) f'(x)
cos f(x) —sin f(x) f'(x)
€ f () ey
cig £ (%) 5
log, f (x) %logue
In f(x) oppure In|f(x) ip,((;))
a./‘() a’ . loga - f’(x)
ef() ef(') . f’(x)
[ e :
. £ ()
. /(%)
arcsin f (x) /()
arccos f (x) —#%
f'(x)
e 1) L/ (F
')
arcctg f (x) 517 ()]
Informazioni utili
y = &% = loge™ = sinx 1;)" = logx+1

**% Per ricavare la funzione inversa, risolvere I'equazione y = f(x) in x. Il valore della x che si trova ¢ la funzione inversa f ~'(y)
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Come organizzeremo il nostro lavoro

D’ora in poi ci concentreremo e faremo pratica sugli esercizi. Prima di iniziare questa nuova esercitazione,
ecco poche utili informazioni su come leggere queste esercitazioni di volta in volta. Per ogni esercizio che
faremo in aula vi ritroverete un’intestazione simile:

Esercizio 1 (E1.5, E1.6)

Durante le varie esercitazioni cercherd di non svolgere gli esercizi dell’eserciziario cosi da permettervi di
svolgerli autonomamente durante il vostro studio individuale. Di volta in volta troverete nelle parentesi
accanto al numero dell’esercizio il riferimento agli esercizi del Salustri simili a quello proposto in aula. In
questo caso, il primo esercizio visto in classe é simile agli esercizi 5 e 6 sul Salustri proposti per il primo
capitolo.

ARGOMENTI
Prima ancora del testo dell’esercizio troverete la lista degli argomenti che vi servira studiare e/o ripassare
per svolgere ’esercizio in questione.

Esercizio 1 (E1.5, E1.6)
ARGOMENTI
e curva di domanda diretta e inversa
o clasticita
Data la seguente combinazione di prezzi e quantita del caffe: A = (2, 6) e B = (4, 2)

1. Calcolate:

(a) La funzione di domanda diretta e il relativo grafico
(b) La funzione di domanda indiretta e il relativo grafico

(c) L’elasticita della domanda nei due punti
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2. Indicate e commentate le variazioni del grafico della domanda, in caso si verifichino i seguenti eventi:

(a) 1l reddito del consumatore si dimezza

(b) 1l prezzo del caffé raddoppia

(c¢) 11 prezzo dello zucchero aumenta

(d)
)

d

(e) Il prezzo del caffé si dimezza

1l prezzo del té diminuisce

SOLUZIONE

1. Per calcolare la funzione di domanda diretta e indiretta procediamo di pari passo, perché hanno un
procedimento speculare e quindi ci risultera piu facile risolvere simultaneamente i punti (a) e (b).
Ricordate che per convenzione, la funzione della domanda diretta ¢ in funzione del prezzo (Q = ap +1b),
mentre quella della domanda indiretta ¢ in funzione della quantita (p = L1Q+ ¢). Calcoliamo prima la
pendenza delle due rette, e poi cerchiamo le intercette sul piano delle ascisse e delle ordinate:

AQ _2-6 _
Ap  4-2
Per p=20
AQ _=z-2
Ap  0—-4
Per Q=0
Ap _w—4
AQ 0-2

1

2

-4

A
_ o Ar
2

—>AQ—

2—(r—2)=8—2=10

1
———(z—-4)=1—2z=5

2

Quindi le due funzioni con i relativi grafici risultano essere

(a) Domanda diretta

(b) Domanda indiretta

Q=-2p+10
1
p= Q+5

T2

(c) Per calcolare Delasticita della domanda

nei due punti osservati é necessario seguire la seguente

formula:
o, B0/Q _2qyp
P Ap/p T ApQ
Quindi nel nostro caso per i punti A = (2, 6) e B = (4, 2) abbiamo:
2 2 _
A
EQ,Z) = _2 (6) = _g = 06
4
B
erp = -2 <2> =4



2. Prima di svolgere questo punto cerchiamo di fare chiarezza sulla differenza tra un movimento della
curva e un movimento lungo la curva:
Un movimento della curva di domanda é un vero € proprio spostamento e puod essere causato da diversi
fattori esterni, mentre un movimento lungo la curva di domanda é uno spostamento della posizione del
consumatore sulla curva ed é determinato da una variazione del prezzo.
Per osservare le variazioni della domanda, in caso si verifichino gli eventi (a)-(e) cerchiamo di compren-
dere I'intuizione economica dietro a queste possibili variazioni:

(a)

(b)

Il reddito del consumatore si dimezza: questo implica che il consumatore avra a disposizione meno
reddito da allocare nel consumo del caffé e quindi la sua intera curva di domanda per il caffé si
sposterad verso sinistra.

Il prezzo del caffé raddoppia: questo implica che il consumatore potra comprare meno caffé allo
stesso prezzo di prima e quindi ci sard un movimento lungo la sua curva di domanda per il caffé
verso sinistra.

Il prezzo dello zucchero aumenta: supponendo che lo zucchero sia un perfetto complemento del
caffé (si definiscono perfetti complementi quei beni che si consumano solo ed esclusivamente in
maniera congiunta), ’aumento del prezzo dello zucchero implica indirettamente un aumento del
costo di caffé, quindi la curva di domanda per il caffé si sposterad verso sinistra.

1l prezzo del té diminuisce: supponendo che il té sia un perfetto sostituto del caffé (si definiscono
perfetti sostituti quei bene che si consumano alternativamente I'uno all’altro), la riduzione del
prezzo del té implica indirettamente un aumento del costo di caffé, quindi la curva di domanda
per il caffé si spostera verso sinistra.

Il prezzo del caffé si dimezza: questo implica che il consumatore potra comprare piu caffé allo
stesso prezzo di prima e quindi ci sard un movimento lungo la sua curva di domanda per il caffé
verso destra.

Esercizio 2 (E1.7)

ARGOMENTI

e Funzione del costo totale

e Funzione del ricavo totale

Data la seguente tabella di valori:

’ Quantita ‘ Costo ‘ Ricavo ‘

0 0 0
10 200 600
20 600 1000
30 1200 1200
40 2000 1200

Quale quantita dovrebbe produrre I'imprenditore per massimizzare i suoi ricavi?



SOLUZIONE
L’imprenditore dovrebbe produrre sempre nel punto di massimo profitto, il profitto totale in economia é

sempre:

m(Q) = RT(Q) — CT(Q)

Nel nostro caso, quindi:
m(0)=0—-0=0

7(10) = 600 — 200 = 400
m(20) = 1200 — 1200 = 0
7(30) = 1200 — 2000 = —800
7(40) = 2000 — 1200 = —800

Il punto di massimo profitto corrisponde a ) = 10, sebbene i punti di massimo ricavo siano @Q = 30 e @ = 40.
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Esercizio 1 (E1.9)
ARGOMENTI
e Costo totale, costo medio e costo marginale

Data la tabella successiva:

’ Output | Lavoro(L) ‘ Capitale (K) ‘

0 0 0
1 2 3
2 4 6
3 6 9
4 8 12
5 10 18

Un costo fisso pari a 20, un costo del lavoro unitario pari a 3 ed un costo unitario del capitale di 4. Calcolate
per ogni livello di output:

1. il costo totale sostenuto dall’imprenditore
2. il valore assunto dalla funzione del costo medio

3. il valore assunto dalla funzione del costo marginale

SOLUZIONE

1. Per calcolare il costo totale sostenuto dall’imprenditore, possiamo costruire la funzione di costo totale
in questo modo:

CT(Q)=20+(3-2)+(4-3)(Q) =20+ 18(Q)

La soluzione per ogni livello di output é presente nella prima colonna della prossima tabella.

2. Per il valore assunto della funzione del costo medio, possiamo costruire la seguente funzione:

L CT(Q) 20+ 18(Q)
Q Q

La soluzione per ogni livello di output é presente nella prima colonna della prossima tabella.

CMe(Q)
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3. Per il valore assunto della funzione del costo marginale, possiamo costruire la seguente funzione:

CMa(Q) = aCaiC;Q) =18

La soluzione per ogni livello di output é presente nella prima colonna della prossima tabella.

’ Output ‘ CT ‘ CMe ‘ CMa ‘

0 20 00 18
1 38 38 18
2 56 28 18
3 74 24,6 18
4 92 23 18
) 110 22 18

Esercizio 2 (E2.5, E2.6)
ARGOMENTI

o Preferenze
o Utilita
e Saggio marginale di sostituzione

Le preferenze di un individuo sono rappresentate dalla seguente funzione d’utilita:

U(zy, x2) = 3:01%9:2% =3-/T1 o

1. Datala precedente funzione verificate l'utilita dei panieri corrispondenti ai punti A = (9, 4) e B = (4, 1).
Quali considerazioni ¢ possibile trarre riguardo il valore d’uso dei due panieri corrispondenti ai punti A

e B?
2. Quali tra le seguenti funzioni possono rappresentare le stesse preferenze espresse dalla nostra funzione
d’utilita:
(a) Uz, x2) =2 \/T1 /22
(b) U(zy, z2) = 6x1%x2%
(c) Uz, x2) =18 /o1 - \/T2
(d) U(zq, z2) = 3x1%x2%

3. Verificate se le curve d’indifferenza associate alla funzione d’utilitd sono crescenti o decrescenti.

4. Calcolate la pendenza della curva d’indifferenza, quali sono le rilevanti considerazioni che possiamo fare

riguardo il modulo e il segno?
5. Calcolate le funzioni di utilita marginale per i due beni.

6. Calcolate il SMS.



SOLUZIONE

1. Per verificare l'utilita dei panieri corrispondenti ai punti A = (9, 4) e B = (4, 1) dobbiamo inserire i

valori dei due punti all’interno della funzione d’utilita, in questo modo:
Us=3-v9-V/4=3-3-2=18

Us=3-V/4-V/1=3-2-1=6

Tutto cido che possiamo affermare é che il valore d’uso del paniere A e superiore a quello del paniere
B. Non possiamo pero fare considerazioni riguardo all’entita del dislivello fra A e B, ad esempio non
possiamo dire che 1’utilita del primo paniere é il triplo del secondo, questo perché 1’utilita non é misurata
in termini ordinali.

. La risposte esatte possono essere la (a) e la (c) poiché, fra le quattro funzioni proposte, sono le uniche
ad essere trasformazioni lineari della funzione d’utilita di partenza.

. Per derivare le curve d’indifferenza & necessario fissare un livello d’utilita U ed esplicitare la funzione
in termine di xo, cosi:
_ U 72
U=3-\/x1-\/x2—>wx2:7—>m2:7
3- /L1 9. X1

Possiamo ora osservare che all’aumentare del bene x5 corrisponde automaticamente una diminuzione
del bene z1. Si pud concludere quindi, sia che i due beni presentati siano effettivamente due beni
secondo le preferenze dell’individuo (nessuno dei due beni ¢ un male), sia che, di conseguenza, le curve
d’indifferenza hanno una pendenza negativa.

. Per derivare la pendenza della curva d’indifferenza deriviamo x5 per z1in questo modo:
72
2
9-x7

87551_ 9-33% o

Ory U2 %
81’1

Le cose interessanti che possiamo notare sono: che la pendenza della curva d’indifferenza é negativa,
e questo ci conferma il ragionamento portato avanti nel punto 3., e che all’aumentare del bene z;il
modulo della pendenza tende a diminuire e che quindi la curva d’indifferenza tende ad essere piu piatta.

. Per calcolare la funzione di utilita marginale di un bene Umyg, € necessario derivare la funzione di utilita
per il bene di cui stiamo calcolando la Umg:

8U(l‘1, l‘g) 1 -1 12 3 [xo

U = —_— = 3 - — 22 = _ —_
ma 8:01 1T 2 X
3U(x1, 1’2) 1 1 _1 3 |z

U = —_— = 3 .12 2 = _ —_
12 0z 1% 2\ x4

. Per calcolare il SMS facciamo il rapporto tra 'utilitd marginale dei due beni:

Umg1 3 Jxo 2 [xo To
SMS = =4/ 5/ ==
Um92 2 T 3 T X1

11 SMS ¢ la pendenza della curva d’indifferenza del nostro individuo, infatti, se sostituiamo la funzione
d’utilitd all’interno della pendenza trovata nel punto 4. quello che otteniamo & appunto il SMS:

_ 2
U? (3\/5\/@) :9~x1'x2:g:SMS

2 2 2
9-xy 9-zf 9.7 1

Oy
81‘1
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Ripasso sulle derivate

Prima di iniziare quest’esercitazione €& importante richiamare qualche breve concetto, sia matematico sia
economico. Iniziamo subito richiamando alla mente il calcolo delle derivate di funzioni pit “complesse” del
solito.

Somma algebrica di derivate f (z) = h(x) + g(z) — f'(x) =1/ (z) + ¢'(z)

Prodotto di derivate f (x) = h(z) - g(x) — f'(z) = h'(x) - g(z) + h(x) - ¢'(z)

h(x) ’ _ hW(x)-g(z)—h(z)-g'(x)
oy — @)= @I

Esercizio 1 (E2.9, E2.10, E2.11, E2.12)

Quoziente di derivate f (z) =

ARGOMENTI
e Vincolo di bilancio
Dati i beni x1 e x2, i rispettivi prezzi p; = 2 e ps = 4 ed un reddito R = 400:

1. Scrivete il vincolo di bilancio nella forma xs = f(z1), evidenziando le intercette ed il coefficiente
angolare della funzione.

2. Individuate I'insieme delle possibilita di consumo.

3. B Esercizio Extra: Ripetete i punti 1. e 2. supponendo un aumento del 20% del reddito del
consumatore.
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SOLUZIONE

Per comodita il vincolo di bilancio va sempre espresso nella forma xo = f (x1) poiché sara piu utile questa
forma per poterlo in seguito rappresentare su di un piano cartesiano. Ma & molto importante conoscere e
partire con la nostra analisi dalla seguente formula:

R = p1z1 + paw
E poi eventualmente riscriverla nel suguente modo:

R D1
R=pixi +px —> pora = R—p1x1 — 29 = — — —x1

b2 D2
Questo perché la forma espressa dalla prima formula ci aiuta a comprendere meglio il concetto del vincolo di
bilancio ed il suo funzionamento. Prima di inserire i numeri all’interno del vincolo cerchiamo di capire dalla
forma generica quali siano le intercette ed il coefficiente angolare.

e Partiamo dal coefficiente angolare, la costante che nella forma x5 = f (x1) & moltiplicata per x1, quindi

f%;. La pendenza del vincolo di bilancio é data dal rapporto tra i due prezzi.

e Passiamo ora alle intercette, sappiamo dalla forma x5 = f (z1) che Vintercetta sull’asse z, cioé il
valore che la retta assume quando x1 =0 & x5 = p%. Quale intuizione economica ci suggerisce questo?

Le intercette del vincolo di bilancio rappresentano quante unitd di un bene il consumatore avrebbe la

possibilita di acquistare nel caso decidesse di comprare solo quel bene, quindi se allocasse il suo intero

reddito in un bene. Appare quindi evidente che le intercette sugli assi, in assenza di ulteriori condizioni,
R

saranno sempre individuate nel seguente modo:z; = oy ery = p%.

1. Per concludere:

R
R:p1$1+p2x—)p2x2:R_p1x1_>x2:7_2£1,1
b2 P2
1
400:2l‘1+4$2—>4x2:400_2m1_>x2:100_§x1
pp 2 1
p2 4 2
R 400
1 =—=—— =200
D1 2
R 400
9= — = —— =100
D2 4

2. Dato il vincolo di bilancio calcolato nel punto 1., possiamo identificare 1'insieme delle possibilita di
consumo dell’individuo. Ripartiamo da questa formula:

R=pix1 +pox

Questa espressione, come abbiamo gia lungamente detto, rappresenta il vincolo di bilancio, in un certo
senso rappresenta al massimo quanto il consumatore pud comprare, ma dobbiamo anche valutare tutti
i panieri che il consumatore pud acquistare senza spendere il suo intero reddito, quindi le combinazioni
prezzo-quantitd dei beni z; e x5 minori di R, nel seguente modo:

R
R>P1$1+p2w—>p2x2<R—p1x1—>g;2<7_12x1

b2 D2

1
400 > 221 +4x2 — x5 < 400 — 227 —> 12 < 100 — 51'1



3. Calcoliamo un aumento del 20% del reddito del consumatore nel seguente modo:

20 20
+ (R -— | =400+ (400 - — | =400+ 80 =4

Vincolo di bilancio:

1
480 = 21‘1 + 41‘2 — 41‘2 =480 — 2501 — T2 = 120 — 5931

Coefficiente angolare:

P12 1
pp 4 2
Inercette: R 480
r]=—=— =240
p1 2
R 480
Tog=—=— =120
D2 4

Insieme delle possibilita di consumo

1
480 > 221 + 4o —> 4o < 480 — 227 —> 29 < 120 — 5331



Esercizio 2 (E2.13) ***

ARGOMENTI

N.B. Questo esercizio riassume gran parte (se non davvero tutti) dei concetti e degli aromenti trattati riguardo
come, i.e. con quali strumenti ostacoli e mezzi, il consumatore compie le sue scelte. D’ora in poi questo tipo
di esercizi verranno sempre contraddistinti con tre asterischi.

e Punto di ottimo del consumatore

e Tangenza tra curva d’indifferenza e vincolo di bilancio

Data la seguente curva d’utilita

Uz, x2) = /122

Indicate la scelta di ottimo per un consumatore avente un reddito R = 200 in un mercato in cui i prezzi dei
beni sono p; = py = 10.

SOLUZIONE

Il punto di ottimo del consumatore € il punto in cui I'individuo preso in analisi gode dell’utilitd maggiore che
puod raggiungere dato il suo vincolo di bilancio, in parole povere ¢ il piu felice possibile rispetto a quelle che
sono le sue risorse economiche. Dalla teoria sappiamo di dover risolvere il seguente sistema:

{ SMS = ]%
R =pix1 + paxo

Ma perché? Come abbiamo detto gia tante volte, un sistema ci aiuta ad individuare i punti in cui pit curve
passano e quindi punti di intersezione o di tangenza tra le due curve. In questo caso noi stiamo ponendo
uguali nella prima equazione le due pendenze delle curve di cui ci interessa trovare il punto di tangenza,
la funzione della curva d’indifferenza (SMS) e il vincolo di bilancio (%) La prima equazione ci esprime,
quindi, come ricavare da un punto di vista matematico la situazione ottimale per il consumatore. La seconda
equazione pone una restrizione al nostro problema, cioé individua al massimo quanto il consumatore puod
acquistare per massimizzare la sua funzione di utilitd, ed é semplicemente il vincolo di bilancio. Ora, la
risoluzione di questo sistema non é estremamente complessa, ma € importante sottilineare perché stiamo
cercando esattamente il punto di tangenza, e non semplicemente un punto di intersezione tra le due curve.
La curva di utilitd tangente al vincolo di bilancio é quella che corrisponde al livello piu alto possibile tra
quelle che sono ancora parte del vincolo di bilancio, é la piil estrema, quindi in un’ottica di massimizzazione
é la migliore.

Passiamo ora alla risoluzione numerica:
z1 _ 10
To 10
{ 200 = 10x7 + 10z4

1
o -

200 = 10(z1 + x2)
r1 = T2

200 = 20z,
ac*l = SL‘*Q =10

Dalla prossima volta vedremo come questo, che ¢ un problema di ottimizzazione vincolato, pud essere risolto
in altri modi.



Microeconomia
Esercitazione 6 - Elementi di Matematica (3)
Costruire una curva di domanda (1)

Luisa Loré*

12/04/2018

Derivate e studio di funzione

Prima di iniziare quest’esercitazione, richiamiamo il concetto geometrico di derivata, cerchiamo di compren-
dere il significato geometrico della prima e della seconda derivata e la differenza fra quest’ultime.

Significato geometrico della derivata prima: Data una funzione y = f(z) ed un punto zy del suo
dominio, la derivata prima f’(zq) ¢ il coefficiente angolare (la pendenza) della retta tangente al grafico della
funzione nel punto (xo, f (zg)).

Come possiamo sfruttare le derivate nello studio di funzione? Studiando il segno delle derivate
prima e seconda di una funzione, possiamo stabilire in quali intervalli del dominio la funzione cresce o descresce
(segno della derivata prima) e trovare i suoi minimi e massimi, sia relativi sia assoluti (segno della derivata
seconda).

Seguiamo queste semplici regole:

f'(x) >0 la funzione é crescente
f(xo) =0 la funzione ha un punto stazionario in xg

"(£) <0 la funzione ¢ decrescente

f
f"(x0) >0 la funzione ha un minimo in o
f"(xo) <0 la funzione ha un massimo in g

Se la derivata prima esprime il coefficiente angolare della retta tangente ad un punto, sapremo che quando
questa é positiva allora, il coefficiente della retta tangente alla nostra curva & positivo e quindi la curva é
crescente, al contrario se la derivata prima é negativa, allora anche il coefficiente angolare della retta tangente
alla curva in questione é negativo e la retta € di conseguenza decrescente. Nel caso in cui la derivata prima
fosse uguale a zero in un determinato punto, allora quel punto &€ un punto stazionario, spesso un punto di
“transizione” tra un intervallo in cui la retta é crescente ed uno in cui la retta ¢ decrescente (minimo/massimo).
Per capire se il punto stazionario in esame ¢, appunto, un punto di massimo, di minimo o di flesso, dobbiamo
studiare il segno della derivata seconda in quel punto. La derivata seconda ci indica la curvatura del grafico
della funzione che stiamo prendendo in considerazione: se questa ¢ positiva la funzione é convessa e quindi
quello che stiamo osservando é un minimo, se, al contrario, questa € negativa la funzione é concava e quindi
quello che stiamo osservando é un massimo. In questo corso non indagheremo la natura dei punti per cui la
derivata seconda é uguale a zero.
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Esercizio 1 (Esempio di studio di funzione)

ARGOMENTI
e Derivata prima e seconda ed il loro utilizzo nello studio di funzione
Data la seguente funzione: f (z) = 2 — 8z + 3 calcolate:

1. Le condizioni di esistenza e il suo dominio
2. La sua derivata prima e gli intervalli in cui essa cresce e decresce

3. I suoi punti stazionari e la loro natura grazie alla derivata seconda

SOLUZIONE

1. Per calcolare il dominio di una funzione dobbiamo considerare quali possono essere i punti in cui essa
non ¢ definita, nel nostro caso la funzione é definita su tutto il piano cartesiano. In generale ricordate
i seguenti casi:

(a) Il dominio delle funzioni fratte é ristretto dalle situazioni in cui il denominatore é uguale a zero.

(b) Il dominio delle radici di ordine pari ¢é ristretto dalle situazioni in cui 'argomento della radice &
minore di zero.

(¢) 11 dominio delle funzioni logaritmiche ¢ ristretto dalle situazioni in cui argomento del logaritmo
& minore di zero.

2. La derivata prima della funzione é:
f'(x) =22 -8

Come abbiamo gia detto nella prima parte studiando il segno della derivata riusciamo a comprendere
gli intervalli in cui essa é crescente e decrescente, in questo modo:

fl(z)>0—22-8>0—x>4
fll2)<0—22-8<0—x<4

3. Passando ora ai punti stazionari, sappiamo che dobbiamo calcolarli tramite la derivata prima ugua-
gliandola a zero, in questo modo:

f'(z)=0—22—-8=0—2=4

Sappiamo quindi che 4 é un punto stazionario, per indagarne la sua natura dobbiamo studiare il segno
della derivata seconda in questo punto specifico. Per calcolare la derivata seconda della nostra funzione
dobbiamo semplicemente derivare (secondo tutte le regole che gia conosciamo) la derivata prima, in
questo modo:

fl(x) =2

In questo caso non dobbiamo nemmeno studiare il segno nel punto specifico che abbiamo trovato, perché
questa ¢ una funzione che ¢ definita concava/convessa su tutto il piano quindi il punto stazionario che
abbiamo trovato & un minimo/massimo assoluto. Ci sono infatti funzioni che mantengono la stessa
curvatura per l'intero piano cartesiano e che possiamo definire sempre concave o sempre convesse nel
caso in cui la derivata seconda sia sempre positiva o sempre negativa.



Esercizio 2 (E3.1)
ARGOMENTI

e Punto di ottimo del consumatore
e Tangenza tra curva d’indifferenza e vincolo di bilancio

Data la seguente curva d’utilita
U(zx1, x2) = 3x122

1. Indicate la scelta di ottimo per un consumatore avente un reddito R = 120 in un mercato in cui i prezzi

dei beni sono p; =2 e py = 3.

2. Determinate come cambia la scelta di ottimo se il reddito del consumatore raddoppia (R’ = 240).

SOLUZIONE

1. Come abbiamo abbondantemente visto la scorsa esercitazione, per trovare il punto di ottimo del
consumatore dobbiamo risolvere il seguente sistema:
{ SMS =12
D2
R = p171 + p22
2

120 = 221 + 3z

T = %l’l
120 = 221 + 331,

z3 = 230
120 = 4z,
.’L‘*l =30
1‘*2 =20

2. Ripetiamo cid che abbiamo fatto nel punto 1. con R’ al posto di R.
{ SMS =2
D2
R =piz1 + p2x2

z2 _ 2
11_3
{ 240 = 221 + 372

Tog = %1’1
240 = 21 + 3314

x5 = 260
240 = 42,
.’17*1 =60
$*2 =40



Microeconomia
Esercitazione 7 - Costruire una curva di domanda (2)

Luisa Loré*

16/04/2018

Esercizio 1 (=E3.7)

ARGOMENTI
e Concetto di domanda ottima per un bene
e FElasticita della domanda

e Definizione della natura di un bene in base all’elasticitd della sua domanda
Data la seguente funzione d’Utilita
U(zy, z2) = ¥ xg

Calcolate:

1. Le domande ottime per i due beni
2. Le elasticita delle domande ottime al prezzo, sia dirette che incrociate

3. Le elasticita delle domande ottime al reddito ed indicare se i due beni sono normali (superiori) o Giffen
(inferiori)

SOLUZIONE

1. Calcoliamo le domande ottime per i due beni con il solito sistema d’equazioni:

—n e efony _p1 [eefTlel _p (aja-l-a BB+l _op
SMS = p2 oU(z1,22)/ozy P2 B w§—1 = ﬁxl Ty =
o x2 __ P1 Tog = xl&ﬁ - N
B x1  p2 p2 a
— R:plml +p2 (‘rl%g) R:plxl +p11‘1§ R = <1+§)p1$1

1)
"opi \a+p
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Inseriamo z} nel SMS ed otteniamo

A ()5
" pi\a+B)pa p\a+p

2. Calcoliamo le elasticita dirette delle domande ottime al prezzo:

e(xlpl)zaxlpl:_ff( @ )pl:_ﬁ’«( o ) L
’ Op1 1 pi \a+pB) p1 \a+p E(%ﬂ)
P1 «

(= p)_axng_ R(ﬁ)m_ R(ﬁ) 1 _ 1
2, P2) = 75— = ——% — = = -
Op2 x2 p3 \a+p8) x p2 \a+ B E(i)

p2 \ a+pB
Ora invece, calcoliamo le elasticita incrociate domande ottime al prezzo:
e(x1, p2) = Oripe
1, P2 apQ I
(@2, p1) = Qrapr _
2, M1 apl T

3. Calcoliamo le elasticita delle domande ottime al reddito:

1
o )=t () AT

T ORx p\a+pB)x
p1 \ a+f
Ora R 1 B R R B 1
Rzi—:— _—= — :1
e(z2, R) OR x2 D2 (aJrﬂ)l’z D2 (Oé+5>R(5>
p2 \ a+f



Microeconomia
Esercitazione 8 - Costruire una curva di domanda (3)

Luisa Loré*

19/04/2018

Esercizio 1 (E3.1, E3.4, E3.7, E3.10)
ARGOMENTI

e Punto di ottimo del consumatore

e Costruzione della curva di domanda

Considerate la seguente funzione di utilita

12
U(zy, z2) = xf 23

z2

a cui corrisponde SM S = %wl. Un reddito R =60 e i prezzi py =6 e ps = 1.
1. Determinate la scelta ottima del consumatore e il livello di utilitd ad essa corrispondente.
2. Determinate la scelta ottima, se il prezzo del bene x; si riduce a 3.

3. Determinate la scelta ottima, se il prezzo del bene zo aumenta a 3.

N

. Seguendo i panieri ottimali trovati disegnate il grafico della curva di domanda del consumatore.

SOLUZIONE

1. Per calcolare la scelta ottima del consumatore risolviamo il solito sistemas:

SMS =Bt loa xy = 121, af =4
R =piz1 + paxo 60 = 6x1 + 60 = 6x1 + 1211 x5 =40

2. Ripetiamo il punto 1. modificando p;

SMS =P %%: x9 = 621 ;=%
R = p1x1 + poxo 60 = 31 + 29 60 = 3x1 + 621 x5 =40

3. Ripetiamo il punto 2. modificando p,

SMS:%; %i—f:l T = 211 ;=2
R = pix1 + paxo 60 = 3x1 + 322 60 = 3x1 + 621 k=40
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Esercizio 2 (E3.1, E3.4, E3.7, E3.10)

ARGOMENTI
e Curva di Engel

Considerate un reddito R = 600, due beni x; e x4, i rispettivi beni p; = 10 e po = 5 e la seguente funzione
d’utilita

11
Uz, z2) = xfxs

Calcolate:

1. Le funzioni di domanda z1(p1, p2, R) e x2(p1, p2, R), indicando se si tratta di beni normali o di Giffen.
2. 1l paniere di consumo ottimo.

3. La curva di Engel per entrambi i beni, rrappresentandola graficamente e indicando se si tratta di beni
superiori o inferiori.

SOLUZIONE

1. Le funzioni di domanda si ottengono tramite il sistema che abbiamo impostato per calcolare la scelta
ottima del consumo (che perd risolveremo nel punto 2.), per ora calcoliamo le domande in funzione di

p1, p2 € R:
_n z1 _pL _m _ R
SMS = P2 z; T p2 T2 = p 71 T1 = 3,
R=pix +pax2 R=pix1 +paxo R=pia1 +p2Pley — R =2p13y T = %

Entrambi i beni sono normali perché in entrambi i casi la domanda aumenta al diminuire dei prezzi e
viceversa (domanda e prezzo sono inversamente proporzionali).

2. Inserite ora il reddito e i prezzi nelle funzioni di domanda ricavate nel punto 1.

« _ 600 _ 600 _
{xl 210 = 20 — 90

* _ 600 _ 600 __
Ty =55 = 19 = 00

3. La curva di Engel si ottiene ricavando R dalla curva di domanda del bene. In particolare, la curva di
Engel per il bene z;é:
R =2p a7 = 20z3

la curva di Engel per il bene 2 ¢ invece:
R =2p a7 = 10z3

Entrambi i beni sono superiori poiché la loro domanda aumenta all’aumentare del reddito.



Esercizio 3 (E3.1, E3.4, E3.7, E3.10)
ARGOMENTI
e Punto di ottimo del consumatore
e Elasticita rispetto al reddito e rispetto ai prezzi (semplice ed incrociata)
Considerate la seguente funzione di utilita
1 1
U(zy, x2) = xixs

a cui corrisponde SMS = 2;—12 Un reddito R =12 e i prezzi p; =4 e py = 1.
Calcolate:

1. Le funzioni di domanda z1(p1, p2, R) e x2(p1, p2, R).

2. Il paniere di consumo ottimo.

3. Le eslasticita di entrambi i beni rispetto ai prezzi (sia le elasticita semplici, sia quelle

incrociate) e
rispetto al reddito.

SOLUZIONE
1. Calcoliamo le domande dei due beni tramite il sistema:

_n T2 _ P _op _
SMS = P2 w? T p2 T2 =% D2 - . 2=
R=piz1+psrs  |R=piz1+poza  |R=piar+p%5 2 |R=35(mn) |o1=

win Wb
T =T |
[N
SR

5

2. Inseriamo i dati riguardo il reddito del consumatore e i prezzi dei due beni:
n=28 [y =222
Ty = % To = %12 =4
3. Calcoliamo le elasticita dirette delle domande ottime al prezzo:

%& 2 R py 2R 1

€(z1,p1) = 5 =—5—35x5 =1
( ) Op1 @ 3pia 3p 2L
( ) 8$2 P2 1R P2 2R 1 1
€T, p2) =" =—C 53 - =—5 T ="
Opa w2 317% T2 3 p2 %p%
Ora invece, calcoliamo le elasticita incrociate delle domande ottime al prezzo:
(1, p2) = Do pa _
7 Op2 1
e(x2, p1) = Qrapr _
2y M1 ap1 s

Calcoliamo le elasticita delle domande ottime al reddito:

Om R _21R 2R 1

,R—i :7——:777:1
e(z1, B) ORxy 3pix  3p; %%
11 1 1

sy PR _1LR IR 1

CORwy 3piwz 3p iR



Microeconomia
Esercizi Extra (1)

Luisa Loré*

Esercizi sui primi 3 capitoli del libro

Esercizio 1

Data la seguente curva d’utilita

12
U(z1, z2) = 3323

Supponendo un reddito R = 300, costruite la curva di domanda per il bene z;e quella per il bene x5, che
potete ottenere tramite il sistema che conoscete bene e tracciate i rispettivi grafici (due curve distinte, due
grafici distinti, sulle ascisse la quantita di 1 o x5 e sulle ordinate i prezzi p; e p2).

Esercizio 2

Considerate un consumatore con un reddito R = 60, due beni xje s, i rispettivi prezzi py =6 e ps =1 ela

seguente funzione di utilita:
1 3

Uz, x2) = xizd
Determinate le elasticitd (rispetto al reddito, al prezzo e al prezzo incrociato) dei beni, e commentate i
risultati. Quali considerazioni é possibile trarre rispetto alla natura dei beni z; e z57

Esercizio 3

Data la seguente curva d’utilita
U(xy, x2) = x?"lmg’ﬁ

Calcolate il paniere ottimo per un consumatore avente un reddito R = 800 partendo dai prezzi p; = py = 10.

Esercizio 4
Considerate un reddito R = 300, due beni x; e x4, i rispettivi beni p; = 10 e po = 5 e la seguente funzione
d’utilita -

U(zy, x2) = xfxg

Calcolate la curva di Engel per entrambi i beni e rappresentatela graficamente.
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Esercizio 5 ***
Supponete un consumatore avente la seguente curva d’utilita:
11
U(zy, 2) = xfx]

il consumatore vive per 4 periodi (t = 1, 2, 3, 4), ad ogni periodo il consumatore ha un reddito R = 200
ad ogni periodo il prezzo p;, corrispondente al bene x;, aumenta di cinque unitd, mentre il prezzo pa,
corrispondente al bene xq, raddoppia. Al tempo 1 (¢t = 1) i prezzi dei beni sono i seguenti:

p1 =10

P2 =9
1. Calcolate i panieri di consumo ottimo per ogni tempo t.

2. Costruite la curva di domanda per il bene xje quella per il bene x5, che potete ottenere tramite il
sistema che conoscete bene e tracciate i rispettivi grafici (due curve distinte, due grafici distinti, sulle
ascisse la quantita di x1 o x5 e sulle ordinate i prezzi p; e ps).

Soluzioni esercizi sui primi 3 capitoli del libro

Esercizio 1

Calcoliamo le domande dei due beni tramite il sistema:

_ P1 las _ p1 — p1 _9 R pp _ 2R
SMS = D2 2 If T p2 Ty = 221 D2 - T2 = 23?1 P2~ 3p2
R =pix1 + paxo R =pix1 + poxa R =pix; +P22$1]% =

Sostituiamo il reddito all’interno delle due funzioni di domanda:
— 1300 _ 100

{1‘1 T 3y {£1 T m

— 2300 _ 200

T2 = 37, T2 = %,

Esercizio 2

Risolviamo il sistema senza inserire i valori di py, ps ed R:

_ las _ o P _ o R p1 _ 3R
SMS =L =04 zy = 3w L — zy =350 =
R =piz1 + pax2 R = pi1x1 + pax2 R=pia; +P23$1% R =4p12, T = ﬁ

Inseriamo i valori che conosciamo:

xliﬁ xr1 = 06 %11312,5
152:@ X9 = 60 .’E2:315:45

4p -1

‘w %‘m

W~

Calcoliamo le elasticita dirette delle domande ottime al prezzo:

fpy=2mpn B yp RN L
Lh Op1 11 p% 4 /) x1 p1 \ 4 E(i)




(2, po) = 222P2 _ _ R (3>P2:_R (3>1:_1
’ Opa2 x2 3 \4) x pa \4) & (i)

P2
Ora invece, calcoliamo le elasticita incrociate delle domande ottime al prezzo:

0y p2
€(x1, p2) = Bipgxil =
_ Oz p1 _
€(xo, p1) = 87)1372 =

Calcoliamo le elasticita delle domande ottime al reddito:

9 R 1 (1\R R
6<$1’R>—am—pl<4) ~

(@ gzl _ 1 (3\E_R /@3
2T OR 1, p \4 o

Esercizio 3

Calcoliamo il SM S:
OU(z1,72)/00, 0,427°6296 2z,

BU(wl,wg)/amz - 0?61,?.41.270.4 - 3x1

Risolviamo il sistema:

_ 2z2 _ P1 — 3, P1 — 32Rp1 _ 3R
SMS = D2 3x1 ~ p2 T2 211 P2 - T2 2 5p po 5p
_ 3 _5 _ 2R
R = p1z1 + pao R = p1w1 + pao R=pix; +P2§$1% R = 3p1a1 =5,

Inseriamo i dati:

_ 2R _ 2.800 _
{xl = 5m; {xl = %10 — 92

Esercizio 4

Risolviamo il sistema:

— P z1 p1 —_ b1 R
SMS = P2 o = T2 = p 71 T1 = 3,
R =p171 + p212 R = pix1 + paxa R=pix; +p2%$1 — R =2p1x; To = %

Inseriamo i dati:

_ R _ 300 _
{xl_gm_ 0 — 15

- R _ 300 _
x2—2p2— 10 =30

La curva di Engel si ottiene ricavando R dalla curva di domanda del bene. In particolare, la curva di Engel

per il bene z; é:
R =2pia] = 20x]

la curva di Engel per il bene z5 € invece:

R =2pix] = 10z3



Esercizio 5***

Impostiamo il solito sistema, e troviamo i risultati senza inserire i dati:

> 1 _ P _ D - R

SMS_ZT; ?;_Pi T2 = p, 0 T1 = 3p,

R =piz1 + pazo R = p1z1 + paz2 R=piz1 +p2Ples — R =2pi3y Ty = =
Inseriamo ora i dati per ogni tempo:

1.t=1, R=200, p; = 10, po = 5

,I1:227%0:10
.’ﬂgzm:?O

2. t=2, R =200, p; = 15, p» = 10

{1'1_2:,?00 6,6

— 200
T = 20 10

3. t=1, R =200, p = 20, po = 20

40

__ 200
T = 50 4
200
T = 20 5

__ 200
(El—ﬁ 5
J,‘QZM 5

4.t =1, R =200, p; = 25, ps = 40

Esercizi per i pitu curiosi

Esercizio sull’Effetto Reddito (ER) e sull’Effetto Sostituzione(ES)

Considerate la seguente funzione di utilita
11
U(xy, x2) = xixs
a cui corrisponde SMS = 2;—12 Un reddito R =12 e i prezzi p; =4 e py = 1.
1. Determinate la scelta ottima del consumatore e il livello di utilitd ad essa corrispondente.

2. Determinate la scelta ottima, se il prezzo del bene x; si riduce a 2.

3. Determinate il paniere che rende l'individuo indifferente rispetto al paniere iniziale trovato al punto 1.
dato il nuovo sistema di prezzi.

4. Calcolate Veffetto reddito (ER), leffetto sostituzione (ES) e la variazione compensativa. Che tipo di
bene é x1?

SOLUZIONE

1. Per calcolare la scelta ottima del consumatore risolviamo il solito sistemas:

SMS:]% 222 =4 T = 211 xf =2
R:pl.’lll —|—p2x2 12 = 4%1 + X9 12 = 4(E1 +2.’L‘1 (E; =4



2. Ripetiamo il punto 1. modificando p;

SMS:Z—; 2%:2 To =T xi* =4
R = pix1 + poxo 12 =221 4+ x5 12 =221 4+ 21 x;* =4

3. Il paniere che rende I'individuo indifferente rispetto al paniere iniziale trovato in 1. dato il nuovo livello

in cui il SMS & uguale al nuovo rapporto tra i prezzi. Cio implica che, per trovare tale paniere, occorre
mettere a sistema SMS e prezzi relativi, e ’equazione della curva di indifferenza corrispondente al
livello di utilita iniziale U;:

Ui(x}, o3) = V2Va=V2V22 = Y4 =2
{x1 =29 {% {xjndiff = 16 = 2,52
2ry =16 |2 = Y16 = 2,52
4. La variazione complessiva del consumo di x1, a seguito della riduzione del suo prezzo, & data da
ET =27 —a] =4-2=2.
questa pud essere scomposta in effetto sostituzione,
ES = i _pr — 959 - 2=0,52

ed effetto reddito
FR=FET—-ES=2-0,52=1,48

Poiché Teffetto reddito e 'effetto sostituzione hanno lo stesso segno, il bene x; € un bene normale.
La variazione compensativa indica ’ammontare di denaro necessario per compensare 'individuo dagli
effetti della variazione dei prezzi. Essa é data dalla differenza tra il reddito che consente al consumatore
di consumare z" i1 ¢ il reddito iniziale. Per trovarlo, occorre riscrivere ’equazione del vincolo di
lendsz xzzndsz)

bilancio con i prezzi nuovi, sostituirvi ( e risolvere rispetto al reddito:

R =2-252+1-252=17,56
da cui la variazione compensativa & data da

R —R=7,56—-12=—4,44
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Correzione esercizio prova intermedia

Un consumatore ha a disposizione un reddito R = 200, desidera comprare due beni, il bene x; a cui cor-
risponde un prezzo di mercato p; = 20 ed il bene x5 a cui corrisponde un prezzo di mercato p, = 30, ed ha
preferenze caratterizzate dalla seguente curva d’utilita:

= Gl
N enjeo

U(zq, z2) = 15z

Calcolare

1. Il paniere ottimo ai prezzi e al reddito presentati nel testo.

2. Le funzioni di domanda per i beni x;e 2, spiegando il procedimento con cui si sono ottenute.

3. 1l paniere ottimo, supponendo un aumento del reddito del consumatore di 100.

4. L’elasticita rispetto ai prezzi (semplice e incrociata) per il bene x5,
spiegando il significato economico dei risultati ottenuti (aiuto: Che tipo di relazione c’¢ con il prezzo?
Che tipo di beni sono?).

5. L’elasticita rispetto al reddito per entrambi i beni, spiegando il significato economico dei risultati ottenuti
(aiuto: Che tipo di relazione ¢’é con il reddito? Che tipo di beni sono?).

SOLUZIONE

1. Calcoliamo il paniere ottimo risolvendo il sistema ed inserendo i dati presenti nel testo:
SMS = PL 2z2 _ P1 To = Sy, PL
P2 3z D2 2 21 py
R =pix1 + paz2 R =p1x1 + paas R =piai +paga Bt

p1_ 3R

2R p1 _
5p1 p2 5p2

— — To =
2R = 2p1x1 + 3p121 2R = 5p1x1 T STi

_ 3R __ 3200 __
{x2 B 213%2 {x2 B 25.23000 -
131:571)1 1’1_75.20 =4
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2. Le funzioni di domanda per i beni 1 e x5 sono state ottenute nel punto precedente e sono:

— 3R
:17275172
xlzﬁ

5p1

1l sistema di equazioni é stato costruito uguagliando la pendenza, o coefficiente angolare, della curva di
utilita (il SMS) e la pedenza, o coefficiente angolare, del vincolo di bilancio (il prezzo relativo, quindi il
rapporto fra i due prezzi), per quanto riguarda la prima equazione, ed inserendo il vincolo di bilancio
come seconda equazione. Questo perché la curva di domanda ¢é 'insieme dei punti ottimali di consumo
che sono dati dai punti di tangenza (ecco perche uguagliamo le pendenze) tra la curva di utilita e il
vincolo di bilancio, per qualsiasi livello di utilita, per qualsiasi reddito e per qualsiasi prezzo relativo.
Cosa possiamo aggiungere riguardo le funzioni di domanda trovate?

(a) Inentrambe le funzioni notiamo come il reddito sia direttamente proporzionale, e quindi, all’aumentare
del reddito aumentera anche la quantita di quel bene. Ci aspettiamo quindi un’elasticitd positiva.

(b) In entrambe le funzioni notiamo come il prezzo di quel bene sia inversamente proporzionale,
e quindi, all’aumentare del prezzo la quantitd di quel bene diminuirad. Ci aspettiamo quindi
un’elasticita negativa.

(¢) In entrambe le funzioni notiamo come il prezzo dell’altro bene non figuri, e quindi la quantita di
un bene non é sensibile rispetto alle variazioni di prezzo del bene opposto. Ci aspettiamo quindi
un’elasticita uguale a 0.

. Inseriamo nelle funzioni di domanda il nuovo reddito:

_ 3R __3-300 __
T2 = 5p, Ty = 535 =0
vy = 2B _ 2300 _g

5p1 T =

. Calcoliamo Delasticita rispetto ai prezzi (semplice e incrociata) per il bene zo con le seguenti formule:

Ozapp _ 3R pr
Op2 x2 517% %

€($2»P2) =
e(xe, p1) =0

€,

L’elasticita “semplice” quindi rispetto al proprio prezzo é negativa, questo significa che all’aumentare
del suo prezzo diminuisce la quantita del bene desiderata. Possiamo quindi definire il bene x5 come
bene ordinario o normale.

L’elasticita “incrociata” quindi rispetto al prezzo dell’altro bene é uguale a zero, questo significa che
qualsiasi cosa succeda al prezzo del bene x; la quantitd desiderata del bene x5 non sard intaccata.

. Calcoliamo ’elasticita rispetto al Reddito per entrambi i beni con le seguenti formule:

ale 2 R
51’,R = =55 =
(1 ) 6RJ)1 5p1§£
5(9327R)78"£2R7 3 R -1

a OR i) B 5p2 %
Entrambe le elasticita rispetto al reddito sono positive, questo significa che all’aumentare del reddito

aumenta la quantita del bene desiderata. Possiamo quindi definire entrambi i beni come beni superiori
o normali.
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Esercizio 1 (E4.1, E4.2)

ARGOMENTI

Funzione di produzione

Concetto di isoquanto

Produttivita media e marginale dei fattori di produzione

Saggio Marginale di Sostituzione Tecnica

Proprieta dell’isoquanto

Data la funzione di produzione
Y = f(L, K) =4L’K?

1. Individuate ’equazione di un generico isoquanto, spiegando il procedimento con cui lo si é ottenuto.

2. W Esercizio Extra: Discutete le proprieta dell’isoquanto identificato

SOLUZIONE

Prima di risolvere l’esercizio facciamo chiarezza su due argomenti: cos’@ una funzione di produzione, e cos’é
un isoquanto (ma anche cosa rappresenta e come si calcola).

La funzione di produzione ¢ I'insieme di punti, il luogo geometrico, che associa qualsiasi combinazione di
input disponibile al massimo livello di output ottenibile. Ed ¢ quindi una funzione in cui la quantita prodotta
Y dipende dai fattori di produzione, come ad esempio il capitale K e il lavoro L.

Y =f(K, L)

L’isoquanto é una funzione che rappresenta tutte le combinazioni (K, L) di input che forniscono in maniera
output-efficiente un determinato livello di output, §. L’isoquanto descrive quindi tutte le combinazioni di
capitale e lavoro, tutte le tecniche produttive, che permettono di produrre I'output § in maniera output-
efficiente (tutte le combinazioni che hanno come output efficiente Y = ).

=Y =f(K L)

Sappiamo quindi che I'isoquanto ¢ il luogo geometrico (I'insieme dei punti) in cui la funzione di produzione
é massimizzata. E come abbiamo sempre detto finora se vogliamo massimizzare una funzione il metodo piu
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immediato (sempre a patto che ci siano le condizioni necessarie per farlo) é calcolare la derivata prima ed
uguagliarla a zero. Quindi sappiamo che lungo I'isoquanto la seguente condizione é verificata:

oY oY
Y = K -—+dL-— = kar + fldr =
d 0—d 8K+d I 0— f"dK + f'd 0
dove f* = PmgK ¢é la produttivita marginale del capitale, mentre f' = PmgL ¢é la produttivita marginale
del lavoro. E quindi otteniamo:

PmgL —  dK
PmgK — dL

fRdK + fldL = 0 - PmgK - dK + PmgL -dL =0 —

Definiamo infine il Saggio Marginale di Sostituzione Tecnica nel seguente modo:

PmgL dK
PmgK ‘dL = SMST

Sappiamo quindi che sull’isoquanto il SM ST, che per definizione ¢ il rapporto tra le produttivitd marginali,
é uguale al modulo del rapporto delle derivate totali.

Dopo aver quindi richiamato alla mente questi importanti concetti passiamo ora alla risoluzione dell’esercizio:

1. Per calcolare I’equazione di un generico isoquanto, basta semplicemente riscrivere la funzione di produ-
zione fissando un livello g di output, nel seguente modo:

7=f(K, L) =4L*K?

Esercizio 2 (E4.3)
ARGOMENTI

e Funzione di costo totale
e Concetto di isocosto

e Proprieta dell’isocosto

Data la funzione di spesa
CT =20L + 10K

1. Individuate ’equazione di un generico isocosto, spiegando il procedimento con cui lo si é ottenuto.

2. Individuate I’equazione degli isocosti corrispondenti ai livelli ¢ = 1 e ¢ = 5, e tracciate una rappresen-
tazione grafica.

SOLUZIONE
Di nuovo, prima di cominciare I’esercizio facciamo un rapido ripasso di cosa sono e come vengono espressi la
funzione di costo totale dell’impresa e l’isocosto.

La funzione di costo totale dell’impresa rappresenta il costo minimo di produrre una qualsiasi quantita
Q. Possiamo facilmente suddividere il costo totale dell’impresa in costi fissi, quei costi che 'imprenditore dovra
sostenere indipendentemente dalla quantita prodotta, che saranno quindi rappresentati matematicamente da
una costante, e costi variabili, quei costi che variano a seconda dalla quantitd prodotta, che saranno quindi
rappresentati matematicamente da una funzione della quantita.

CT(Q)=CF +CV(Q)



L’isocosto é quel luogo geometrico di combinazioni di tecniche produttive fattore lavoro - fattore capitale
tutte caratterizzate da uno stesso costo per 'imprenditore. Nel caso dei due fattori di produzione gia introdotti
nella funzione di produzione, L e K, definendo le loro remunerazioni rispettivamente w il salario, lo stipendio,
dei lavoratori e r il tasso d’interesse del capitale, possiamo scrivere:

w c
E:CT(L, K) =wL+rK —K=——L+ —
r r
Dopo aver quindi richiamato alla mente questi importanti concetti passiamo ora alla risoluzione dell’esercizio:

1. Per calcolare ’equazione di un generico isocosto, basta semplicemente riscrivere la funzione di costo
totale fissando un livello ¢ di costo, nel seguente modo:

E:2OL+10K—>K:—2L+%

2. Per calcolare ’equazione di isocosti specifici sostituiamo ¢ con il valore di costo totale desiderato:
(a) c=1

1
1:20L+10K—>K:_2L+E

1
5:20L+10KHK:72L+§




Esercizio 3 (E4.4)

ARGOMENTI

e Funzione di produzione e funzione di costo totale
e Isoquanto ed isocosto
e Minimizzazione della spesa

e Saggio Marginale di Sostituzione Tecnica

Dato I'isoquanto .
Y=100= f(L, K)=Li1K+

per w = 1 e r = 3 individuate quale combinazione di input consente all’imprenditore di realizzare in modo
economicamente efficiente, nel lungo periodo, il livello di produzione individuato.

SOLUZIONE

Possiamo ora finalmente passare alla risoluzione del problema di minimizzazione dei costi seguendo un paral-
lelo con la teoria del consumatore e la relativa massimizzazione del profitto, possiamo impostare un problema
nel seguente modo:

Massimizzazione dell’Utilita

In questo tipo di problemi dobbiamo massimizzare 'utilita che un consumatore puo trarre data la sua funzione
di utilita (e quindi il suo SMS) e dati un reddito e i prezzi di mercato dei due beni tra cui il consumatore
puo scegliere (e quindi il suo vincolo di bilancio e i conseguenti prezzi relativi). Per calcolare il paniere di
consumo ottimo dobbiamo calcolare il punto di tangenza tra il vincolo di bilancio e la curva di indifferenza
relativa, quello é il punto di massimo.

Per fare cio costruiamo il seguente sistema:

{ SMS = ]%
R =pix1 + paxo

Minimizzazione della Spesa

In questo tipo di problemi dobbiamo minimizzare la spesa che un imprenditore deve sostenere data la sua
funzione di costo totale e le remunerazioni di lavoro e capitale (e quindi il rapporto tra le remunerazioni, la
pendenza di tutti gli isocosti) e data la sua tecnologia, la sua funzione di produzione, e un livello di output
(e quindi il suo SM ST e uno specifico isoquanto). Per calcolare il costo totale ottimo dobbiamo calcolare il
punto di tangenza tra l’isoquanto e isocosto, quello ¢ il punto di minimo.

Per fare cio costruiamo il seguente sistema:

r

{ SMST =¥
q=[f(K, L)



Detto cio, risolviamo ’esercizio. Calcoliamo prima il SM ST, in questo modo:

I
=
N[

/o PmgL

MST = = =
SMS Y/ork  PmgK

ENTCIRNT
|
L I
NI

|

-

wl| =
~

Impostiamo il sistema come spiegato precedentemente:
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Esercizio 1

ARGOMENTI

e Produttivitd marginale

e SMST
Data la seguente funzione di produzione
f(K,L)=Y =LiKi
Calcolare:

1. La produttivitd marginale del lavoro
2. La produttivita marginale del capitale

3. Il Saggio Marginale di Sostituzione Tecnica (SMST)

SOLUZIONE

1. ngL:g% = %Li—lK% = %L—%K%

— 9 _2rigi-1_lriKg-3%
2. PmgK = 9¥ = 2[iKi- ' = 1LiK 3
3. SMST = 2Hfor AL AKE _ dapsgpzer _apoign K
: BT 7 B § Cl ~ar
2
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Esercizio 2 (E4.7, E4.8, E4.9)
ARGOMENTI
e Rendimenti di scala

Date le seguenti funzioni di produzione stabilire i relativi rendimenti di scala, dando inoltre una chiara
definizione di ogni tipologia di rendimento spiegandone il concetto:

1. f(K, L) =2(L+K)
2. f(K,L)=L}K%
3. f(K, L) =2(LK)?
4. f(K,L)=L+ K>
5. f(K, L) = L*K®
SOLUZIONE

Prima di tutto partiamo dalle definizioni dei rendimenti di scala per affrontare ’esercizio avendo chiaro il
concetto di rendimento. Una funzione di produzione ha rendimenti di scala:

Crescenti se all’aumentare dei fattori di produzione, I'output aumenta in maniera pit che proporzionale.
Costanti se all’aumentare dei fattori di produzione, ’output aumenta in maniera proporzionale.

Decrescenti se all’aumentare dei fattori di produzione, ’output aumenta in maniera meno che proporzionale.

In generale, per verificare i rendimenti di scala possiamo semplicemente moltiplicare 'intera funzione per una
costante A (dove A > 0), e i rendimenti di scala saranno:

Crescenti se f(AK,A\L) > A f(K, L) perché aumentando i fattori di produzione di una costante A ’aumento
della quantita prodotta é maggiore rispetto all’aumento della quantita della stessa costante.

Costanti se f(AK,A\L) = Af(K, L) perché aumentando i fattori di produzione di una costante A ’aumento
della quantita prodotta é uguale all’aumento della quantita della stessa costante.

Decrescenti se f(AK,\L) < A\f(K, L) perché aumentando i fattori di produzione di una costante A ’aumento
della quantitad prodotta & minore rispetto all’aumento della quantita della stessa costante.

Se pero, abbiamo davanti una funzione cosidetta Cobb-Douglas, possiamo fare affidamento sugli esponenti a
cui sono elevati i fattori di produzione. Una funzione Cobb-Douglas é scritta nel seguente modo:

f(K,L)=K*LP

Percio se applichiamo lo stesso ragionamento fatto finora, otteniamo:

JOK, ML) s
NKONP LB

A
S
N\etBgarB <
S
S

[f (K, L)]
AK®LP
AK*LP
PN
at+ps1

Quindi, questa funzione avra rendimenti di scala:



Crescenti se a+ 3 > 1
Costanti se a + =1
Decrescenti se o + 8 < 1

Ora passiamo alla risoluzione dell’esercizio, tramite due differenti strategie da applicare di volta in volta a
seconda di come ¢ espressa la nostra funzione.

f(K,L)=2(L+K)
f (AK, AL) = 2(AL + AK) = 2\(L + K)
Alf (K, L)] = 2A\(L + K)
2A(L + K) = 2\(L + K) — rendimenti di scala costanti
L

2. f(K,L)=L2K?
% + % = é < 1 — rendimenti di scala decrescenti
3. f(K,L)= 2(LK)§
% + % =1 — rendimenti di scala costanti
4. f(K,L)=L+ K?
FOAK, AL) = (AL + (AK)?) = (AL + \>K?) = \(L + \K?)
Af (K, L)) = ML + K?)
ML+ AK?) > ML + K?) — rendimenti di scala crescenti

5 f(K,L)= L3K®
3+5=8>1— rendimentidi scala crescenti

B Esercizio Extra ***
Data la seguente funzione di produzione:
f(K,L)=KiLt
1. Calcolare I'isoquanto corrispondente al livello ¢ = 200;
2. Indicare i rendimenti di scala della funzione in due diversi modi;

3. Risolvere il problema della minimizzazione dei costi con la classica formula dei costi totali (CT =
wL + rK), per Iisoquanto calcolato nel primo punto e per i seguenti dati w = 16 e r = 1;

4. Ripetere ’esercizio per la seguente funzione di produzione:

f(K, L) = K*L?

SOLUZIONE
1. KiL1 = 200;
2. Rendimenti di scala:

(a) f(K,L)=KiLi

FOK,AL) = ANiKi)\iLi = \2 K3 L3
ALf (K, L)) = AKiL%
NK 1 L% < AKiLi — rendimenti di scala decrescenti



[N

LK
<1

3. Risolviamo il problema di minimizzazione

— rendimenti di scala decrescenti

oYjor  PmgL ~ ALi7'K3 .
SMST = = =4 =Li"lT1iRg
Y/ox  PmgK %LiKi—l

SMST =% [K =16 K =16L
g=f(L,K) |200=K3%Li |200=(16L)%L3
Ripetere 'esercizio per la nuova funzione di produzione

1. K2L2% = 200;

2. Rendimenti di scala:

(a) f(K, L)=K?L?
FOK, AL) = \2K2\2L2 = NA K22
Af (K, L)] = AK?L?
MK

2L2 > AK?2L? — rendimenti di scala crescenti
(b) f(K, L)=K?L?

2+4+2=4>1— rendimentidi scala crescenti

3. Risolviamo il problema di minimizzazione

—
200 = 161 L3

oy 2
SMST — /o PmgL  2LK

ok PmgK  2L°K

{—>

SMST =% =16 K =16L
7= f(L, K) 200 = K2 L? 200 = (16L)?L?

_ L172K271 _

200 = 256 - L*

—i+1 _ K
L

—
L = 100?

K =160000
L =10000
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Esercizio 1 (E4.6)

ARGOMENTI

o Costi

e Produttivita

Date le seguenti funzioni di produzioni e di costi

Y =f(K,L)=K3L%
C(Q) = 2Q(Q + 20) + 100 = 2Q? + 40Q + 100

Calcolare:

1. Costo variabile

2. Costo fisso

3. Costo medio

4. Costo medio variabile

5. Costo medio fisso

6. Costo marginale

7. Produttivita media del lavoro

8. Produttivita media del capitale
9. Produttivitd marginale del lavoro

10. Produttivitd marginale del capitale
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SOLUZIONE

1. CV(Q) =2Q(Q + 20) = 2Q? + 40Q

3. CMe(Q) = 5@ = 207400+ _ 90) 4 40 4 100

e~
Q
<
(9]
=
S
I
Q
=
)
I

2Q%+40Q _
o 54 =2Q +40

QR T
6. CMa(Q) = 2512 = 4Q + 40
7. PMeL = ¥ = K3L?
L — L
8. PMeK = Y. = KiL?
K K

10. PMaK = 2% = gK%—lL% =2

Esercizio 2 (E4.9)

ARGOMENTI
e Rendimenti di scala e costo medio

Date le seguenti funzioni di costo calcolate i rendimenti di scala tramite lo studio dell’andamento del costo
medio.

1. CT(Q) =5Q
2. CT(Q) = 3Q%
3. CT(Q) = 8Q*

SOLUZIONE

Prima di tutto cerchiamo di capire quale collegamento c’é tra i rendimenti di scala e il costo medio: i rendi-
menti di scala ci indicano come aumenta la produzione all’aumentare dei fattori di produzione. Se capiamo

come varia il costo medio di un’impresa capiamo anche cosa succede all’aumentare della sua produzione. Se
infatti, un’impresa ha:

Costo medio costante Se il costo medio é costante all’aumentare della produzione la media dei costi per
tutte le unita prodotte rimane stabile, questo significa che anche i costi rimangono stabili, perché i
fattori di produzione aumentano in maniera proporzionale. —>Rendimenti di scala costanti

Costo medio cresente Se il costo medio aumenta all’aumentare della produzione la media dei costi per
tutte le unita prodotte crese, questo significa che anche i costi aumentano, perché i fattori di produzione

aumentano in maniera meno che proporzionale e continuare a produrre costa di meno. —Rendimenti
di scala decrescenti



Costo medio decrescente Se il costo medio diminuisce all’aumentare della produzione la media dei costi
per tutte le unitd prodotte decresce, questo significa che anche i costi diminuiscono, perché i fat-
tori di produzione aumentano in maniera piit che proporzionale e continuare a produrre costa di pit.
—Rendimenti di scala crescenti

1. CMe(Q) = CTT(Q) = % =5— %S(Q) = 0 — Rendimenti di scala costanti

'l € R — 2
2. OMe(Q) = T2 = 2 = 3Qi71 = 3Q7F — 2GEY = 3307571 = 208 <0 —
Rendimenti di scala crescenti

3. CMe(Q) = CTT(Q) = % =8Q% — %S(Q) =83Q3 ! = 24Q? > 0 — Rendimenti di scala decrescenti

Esercizio 3 (E4.11)
ARGOMENTI
e Massimizzazione del profitto

Data la seguente funzione di produzione e i seguenti dati, calcolare la funzione di domanda di lavoro che
risolve il problema di massimizzazione del profitto nel breve periodo.

f(K, L)=L2K?

p=10
K =100
w=2>5
r=

SOLUZIONE
Prima di tutto cerchiamo di capire come impostare un problema di massimizzazione del profitto. Richiamiamo
alla mente i problemi di ottimizzazione visti fin ora:

Massimizzazione dell’Utilita maxz U(x1, x2) s.v. R = p1x1 + paxa
T1,T2

Minimizzazione dei Costi 717{1173 wL +rK sw.q=f(L, K)

)

Dobbiamo quindi ora capire cosa vogliamo ottimizzare e sotto quale vincolo, sappiamo che vogliamo mas-
simizzare il profitto, ma cos’¢ il profitto? Definiamo il profitto come la differenza tra tutti i guadagni (quindi
tutto quello che possiamo produrre per il prezzo a cui lo possiamo vendere) e tutti i costi (tutti i fattori di
produzione che utiliziamo per il loro prezzo), nel seguente modo:

m=pY — (wL+rK)=pY —wL —rK

Qual ¢é il vincolo che un produttore potrebbe avere in un problema del genere? Sicuramente riguarda la sua
possibilita e capacitad di produzione di Y, quindi la sua funzione di produzione f (L, K). Quindi il nostro
problema sara massimizzare il profitto, sotto il vincolo della funzione di produzione. Questa volta pero, non
costruiremo un sistema per risolvere il problema, ma sostituiremo direttamente il vincolo all’interno della
funzione da massimizzare nel seguente modo:

Massimizzazione del Profitto max = pY —wL—rK sw. f(L, K) — mar T = p [f (L, K)]—wL—rK

) )



Dobbiamo inoltre caratterizzare questo problema per ottenere una massimizzazione nel breve periodo. Con-
venzionalmente consideriamo L, il lavoro, un fattore di produzione che pud essere facilmente modificato
in un’impresa, mentre K, il capitale, un fattore di produzione che difficilmente pud essere modificato in
un’impresa. Quindi nel breve periodo “fissiamo”, teniamo costante, il capitale e ottimizziamo solo in funzione
del lavoro, nel seguente modo:

Massimizzazione del Profitto (nel breve periodo) max T = p [f(L,K)] —wL—-rK

Cosi facendo cio che otteniamo é una funzione in un’unica variabile L e per ottimizzare questa funzione ci
bastera calcolarne la derivata prima, uguagliarla a zero, e risolvere per L*.

Possiamo quindi passare alla risoluzione dell’esercizio:
maz T =pY —wL—rK sw. f(L, K) — maxm = p [f(L,K)] —wL—-rK

mazm = 10Y — 5L — 500 s.0. L210 —» mazm = 100L2 — 5L — 500

(97'( _ 1
8—L—100L 2-5=0

10 2

— =1 (\FL) =102 — L = 100

VL

Possiamo ora completare ’esercizio calcolando, ad esempio, il livello ottimale di output da produrre e il

relativo profitto: 1 1
¢ = f (K, L)=10021007 = 100

7 =100L? — 5L — 500 = 100 - 10 — 5 - 100 — 500 = 1000 — 1000 = 0



Microeconomia
Esercizi Extra (2)

Luisa Loré*

Esercizi sul capitolo 4 del libro

Esercizio 1

Dimostrare come tramite la definizione geometrica dell’isoquanto si arriva alla seguente definizione del SM ST

dK PmgL
MST =|—| =
SMS ‘dL PmgK

Esercizio 2
Dimostrare perché ’analisi dei rendimenti di scala dei fattori di produzione di una funzione Cobb Douglas
viene fatta valutando la somma degli esponenti.
Esercizio 3
Spiegare tutti i passaggi del problema di minimizzazione dei costi (includendo un grafico a riguardo) e fare
un’analogia con il problema di massimizzazione dell’utilita.
Esercizio 4
Data la seguente funzione di produzione
f(K,L)=L"K'"*

con0<a<l

1. Scrivere I'isoquanto corrispondente al livello di produzione ¢ = ¢

2. Determinare i rendimenti di scala

3. Risolvere il problema di minimizzazione dei costi per 'isoquanto calcolato nel primo punto e i seguenti
dati: w=wer =7

*Universita di Roma Tor Vergata, luisa.lore@alumni.uniroma2.eu



Esercizio 5
Data la seguente funzione di produzione

J (K, L) = KO9107

1. Scrivere I'isoquanto corrispondente al livello di produzione ¢ = 1000
2. Determinare i rendimenti di scala.

3. Risolvere il problema di minimizzazione dei costi per ’isoquanto calcolato nel primo punto e i seguenti
dati: w="70er =30

Esercizio 6

Data la seguente funzione di produzione:

f(K,L)y=K"L*®
Calcolare:
1. Produttivita media del lavoro
2. Produttivita media del capitale
3. Produttivita marginale del lavoro
4. Produttivitd marginale del capitale

5. Saggio Marginale di Sostituzione Tecnica

Esercizio 7

Data la seguente funzione di produzione:

coli

f(K,L)=K53Ls

Calcolare:

1. Produttivita media del lavoro

2. Produttivita media del capitale

3. Produttivitd marginale del lavoro
4. Produttivita marginale del capitale

5. Saggio Marginale di Sostituzione Tecnica



Esercizio 8

Data le seguente funzione di costo totale

CQ)=Q*+nQ+9

Calcolare:

1. Costo variabile

2. Costo fisso

Costo medio

Costo medio variabile

Costo medio fisso

IO AN R

Costo marginale

Esercizio 9

Data le seguente funzione di costo totale

C(Q)=3Q*+6
Calcolare:
1. Costo variabile
2. Costo fisso
3. Costo medio
4. Costo medio variabile
5. Costo medio fisso

6. Costo marginale

Esercizio 10

Date le seguenti funzioni di produzione calcolare i rendimenti di scala:

1. f(K,L)=KL

(K, L)
2. f(K,L)=K+L
3. f(K,L)=++1
4. f(K,L)=K?+ L?
5. f(K, L) = K*?K?
6. f(K, L) =K K"



Esercizio 11
Tllustrare tutti i passaggi del problema di massimizzazione del profitto nel breve periodo.

Esercizio 12
Data la seguente funzione di produzione e i seguenti dati, calcolare la funzione di domanda di lavoro che

risolve il problema di massimizzazione del profitto nel breve periodo.

f(K,L)=L°K"“
p=D
K=K
w=w
rT=T

Esercizio 13
Data la seguente funzione di produzione e i seguenti dati, calcolare la funzione di domanda di lavoro che

risolve il problema di massimizzazione del profitto nel breve periodo.

f(K, L)=L3iK?
p =30
K =100
w = 20
r=10



Soluzioni esercizi sul capitolo 4 del libro

Esercizio 1

Partire dalla definizione di isoquanto come funzione che rappresenta tutte le combinazioni (K, L) di input
che forniscono in maniera output-efficiente un determinato livello di output, g. L’isoquanto descrive quindi
tutte le combinazioni di capitale e lavoro, tutte le tecniche produttive, che permettono di produrre I'output
7 in maniera output-efficiente (tutte le combinazioni che hanno come output efficiente Y = 7).

=Y =f(K L)

L’isoquanto é il luogo geometrico (I'insieme dei punti) in cui la funzione di produzione ¢ massimizzata. Per
massimizzare una funzione, si calcola la derivata prima e la si uguaglia a zero. Quindi lungo I'isoquanto la
seguente condizione ¢ verificata:

B Y ay & Lo
dY—O—>dK~a—K+dL-a—L—O—>f dK + f'dL =0

dove f* = PmgK ¢é la produttivita marginale del capitale, mentre f' = PmgL ¢é la produttivita marginale
del lavoro. E quindi si ottiene:

PmgL — dK

PmgK — dL

Si definisce infine il Saggio Marginale di Sostituzione Tecnica nel seguente modo:

fRdK + fldL = 0 - PmgK - dK + PmgL -dL =0 —

dL

Sull’isoquanto il SM ST, che per definizione € il rapporto tra le produttivitd marginali, & uguale al modulo
del rapporto delle derivate totali.

PmgL dK
=|—|=SMST
PmgK ‘

Esercizio 2

Definire prima le tre tipologie di rendimenti di scala:

Crescenti se f(AK,A\L) > A\f(K, L) perché aumentando i fattori di produzione di una costante A I’aumento
della quantita prodotta é maggiore rispetto all’aumento della quantita della stessa costante.

Costanti se f(AK,\L) = Af(K, L) perché aumentando i fattori di produzione di una costante A ’aumento
della quantita prodotta é uguale all’aumento della quantita della stessa costante.

Decrescenti se f(AK,AL) < Af(K, L) perché aumentando i fattori di produzione di una costante A ’aumento
della quantita prodotta & minore rispetto all’aumento della quantita della stessa costante.

Una funzione Cobb Douglas é scritta nel seguente modo:
f(K,L)=K*LP

Per cio se applichiamo lo stesso ragionamento fatto fin ora, otteniamo:

FOAK, AL) s A[f (K, L)]
ANKNLP < AKeLP
NP < AKYLP

AP A
a+pfs1

Quindi, questa funzione avra rendimenti di scala:



Crescenti se a+ 3 > 1
Costanti se a+ 8 =1

Decrescenti se o+ 8 < 1

Esercizio 3

Massimizzazione dell’Utilita

In questo tipo di problemi dobbiamo massimizzare 'utilita che un consumatore puo trarre data la sua funzione
di utilita (e quindi il suo SMS) e dati un reddito e i prezzi di mercato dei due bene tra cui il consumatore
puo scegliere (e quindi il suo vincolo di bilancio e i conseguenti prezzi relativi). Per calcolare il paniere di
consumo ottimo dobbiamo calcolare il punto di tangenza tra il vincolo di bilancio e la curva di indifferenza
relativa, quello é il punto di massimo.

Per fare cio costruiamo il seguente sistema:

{ SMS = %
R =pix1 + paxo

Minimizzazione della Spesa

In questo tipo di problemi dobbiamo minimizzare la spesa che un imprenditore deve sostenere data la sua
funzione di costo totale e le remunerazioni di lavoro e capitale (e quindi il rapporto tra le remunerazioni, la
pendenza di tutti gli isocosti) e data la sua tecnologia, la sua funzione di produzione, e un livello di output
(e quindi il suo SM ST e uno specifico isoquanto). Per calcolare il costo totale ottimo dobbiamo calcolare il
punto di tangenza tra l’isoquanto e isocosto, quello é il punto di minimo.

Per fare cio costruiamo il seguente sistema:

r

{ SMST = ¥
q=[f(K, L)




Esercizio 4
1. f(K,L)=LK'"* =7

2. a+(1—a)=a+1—a=1— rendimentidi scala costanti

3.

/or,  PmgL alo 1K1~ e
SMST = — — — Loz—l—ozKl—a—l-',-a-',-l _
/o  PmgK (1—a)loKl=e=1 (1-aq)

Impostiamo il sistema come spiegato precedentemente:

(I-a) L

w v K _ w :@(1*0‘)
{SMST:T {(’L—;” K =L

—
_ j et _ 11—«
q:f(L7 K) Q:La[(lf g=L" (L%(laoc)) [atl—o (%(I;a)) _
q w (l—a —(m(1-a)\®
- Kﬁ(gﬂ—i))l*a (?( a )) K:q(?(la )>
L= muj}) T—a — 3 L —af a r l1—a
S (Zaz2)™ —Q((ka)i)

Esercizio 5
1. f(K, L) = L%TK%3 = 1000

2. 0,7+ 0,3 =1 — rendimenti di scala costanti
> oy Pmal 0303
SMST — /oL mgL 0,7 7

_ _ _ [-03-07 03407 _ TK
/ok  PmgK  0,3LO7K-07 3

3L
Impostiamo il sistema come spiegato precedentemente:
_w 7K _ 70 _ 7703 _ _
SMST = % 3T = 30 K=Lgpz—K=1L K =1000
g=f(L, K) LY K%3 = 1000 LY7L%3 = 1000 L =1000

Esercizio 6

1. PMel = £E2L°

L

2. PMeK = L

3. PMaL = vK""1L¢
4. PMaK = eKVLs7!
5. SMST = g%

(1—-0a)

K
L



Esercizio 7

1.

7
PMeL = £
K3L3
. PMeK = K51
. PMaL = L 3K3
PMaK = $L3 K+
_ 1K
. SMST = 1&

Esercizio 8

CQ)=Q*+nQ+1
CV(Q) =Q*+nQ

. CF(Q) =1
L CMe(Q) =Q+n+ Y

CMeV(Q)=Q+n

. CMeF(Q) = g
- OMa(Q) =2Q +

Esercizio 9

C(Q) =3Q*+6

. OMe(Q) =3Q + &

CMeV(Q) =3Q
. CMeF(Q) = %
. CMa(Q) = 6Q

Esercizio 10

> oA e N

RS Crescenti
RS Costanti
RS Decrescenti
RS Crescenti
RS Decrescenti

RS Crescenti



Esercizio 11
1. Scrivere il problema di massimizzazione nel seguente modo:

mag T =pY —wL —rK sw. f (L, K)

Si deve massimizzare il profitto: la differenza tra ricavi totali (prezzo di mercato per la quantita
prodotta) e costi totali (espressi tramite il costo dei fattori di produzione per la quantitd impiegata).

2. Sostituire la quantitad da produrre con la funzione di produzione:

rIn(aLxW:p[f(L, K) —wL-rK

)

3. Fissare il fattore di produzione che non possiamo modificare nella produzione, quindi il capitale:

mazx T =p[f(L,K)] —wL—-rK

4. Derivare il profitto rispetto al lavoro, che é 'unica variabile rimasta, ed ugualigliarla a zero e risolvere

per L* per ottere il punto di massimo:

dm

L _oeL=L"

il 0&
Esercizio 12

magm = D {L”FUJ} —wL -TK

dm w o—1
:oK“L”_l—w:0@L2< ﬂ,>
ar ~ 7P opK

Esercizio 13

magm = p {LgK%} —wlL —rK

maz T = 30 {L%NO%} —20L — 1000 = 300L3 — 20L — 1000

_1
d—LfQOOL 3 -20=0

1
L—?:1—>L%=10—>L=103—>L:1000

3



Microeconomia
Correzione prova intermedia

Luisa Loré*

24/05/2018

Correzione esercizio prova intermedia

Un imprenditore pud produrre secondo la seguente funzione di produzione:

Y =f(K L =K3L?
Calcolare:
1. 1l tipo di rendimento di scala che ha la sua funzione di produzione e darne una chiara definizione.
2. Le produttivitd marginali dei due fattori ed il saggio marginale di sostituzione tecnica.

3. La massimizzazione del profitto m nel breve periodo (nel breve periodo I'imprenditore pud ottimizzare
solo su un fattore di produzione!), sapendo che la funzione dei costi totali ¢ data da wL 4 K, il salario
dei lavoratori ¢ w = 4, il tasso d’interesse & r = 16, il capitale che 'imprenditore ha oggi ¢ K = 100 ed
il prezzo di mercato del bene che vuole produrre & p = 20.

4. 11 livello di output corrispondente alla massimizzazione del profitto.

5. Il massimo profitto ottenuto a seguito della massimizzazione.

SOLUZIONE

1. Questa funzione ha rendimenti di scala costanti, perché:
Af (K, L)] = f(\K, AL) — AK3L% = (AK)? (AL)®
at+pf=1—14+1=1
I rendimenti di scala costante caratterizzano quelle funzioni di produzione in cui all’aumentare degli
imput, 'output aumenta in maniera proporzionale.
2. PMgL=9% =1K31-3
PMgK = 9% = 1K~3L3

_ PMgL _ 3K
SMST = pyrig = -
2

*Universita di Roma Tor Vergata, luisa.lore@alumni.uniroma2.eu



r=pY —wL—-rKsvY =f(K,L)=K?L>
—1 J—
magm = p [L%KQ} —wL —rK

maw T = 20 {Lélooé] — AL — 1600 = 200L% — 4L — 1600

dm _1

L =100L7F —4=0
1 1
5924_@%:%—@:252—@:625
2

4. q=f(K,L)=Kz2L2 =10026252 = 10 - 25 = 250
5. m=pY —wL —rK =20-250 —4-625 — 16 - 100 = 900



Microeconomia
Esercitazione 13 - I regimi di mercato (1)

Luisa Loré*

24/05,/2018

Esercizio 1 (E5.1, E5.2)
ARGOMENTI

e Funzione dei costi

Data le seguente funzione di costo totale

CQ)=Q*+4Q + 10

Calcolare, per un livello di output @ = 10:

1.

2
3
4.
)
6
7

Costi totali

. Costo variabile

. Costo fisso

Costo medio

. Costo medio variabile
. Costo medio fisso

. Costo marginale

SOLUZIONE

Ll

CT(Q)=Q*+4Q +10 — CT(10) = 10% +4-10+ 10 = 150
CV(Q) = Q*+4Q — CV(10) =10% +4-10 = 140

CF(Q) =10 — CF(10) =10

CMe(Q)=Q+4+4 — CMe(10) =10+4+ 15 =10+4+1 =15

5. CMeV(Q)=Q+4 — CMeV(Q) =10+4 =14

.CMeF(Q) =Y — CMeF(Q) =Y =1

- Q 10

CMa(Q)=2Q+4 — CMa(Q)=2-10+4=24

*Universita di Roma Tor Vergata, luisa.lore@alumni.uniroma2.eu



Esercizio 2 (E5.3, E5.4, E5.5)
ARGOMENTI

e Massimizzazione del profitto nel BP

e Massimizzazione del profitto nel LP
Data la seguente funzione di costo totale
C(Q) = Q* + 30Q + 300
e il prezzo p = 300, calcolare:

1. La quantita di output ) che massimizza il profitto m nel breve periodo
2. 1l profitto massimo che puo raggiungere I'impresa nel breve periodo

3. Il livello di output corrispondente alla condizione di equilibrio nel lungo periodo

SOLUZIONE
Per risolvere questo esercizio, abbiamo bisogno di richiamare alla mente il problema di massimizzazione che
abbiamo impostato durante le scorse lezioni:

max ™= RT —CT sw.Y = f ()
Siamo abituati quindi a riscrivere tutto cio in funzione dei fattori di produzione, nel seguente modo:

n&agﬂsz—wL—rKs.v.f(L, K) —>Tlr}aLx7r:p[f(L, K)—wL—-rK

E nel breve periodo a “fissare”, tenere costante, uno dei due fattori di produzione, convenzionalmente K e
successivamente ottimizzare calcolando la derivata prima, uguagliandola a zero e risolvendo per L. Ma se
avessimo a disposizione solo la funzione dei costi in funzione dell’output piuttosto che quella in funzione dei
fattori di produzione? Il problema non cambierebbe di molto. Dobbiamo sempre massimizzare il profitto,
quindi la differenza tra i ricavi totali e i costi totali rispetto all’unica variable che abbiamo a disposizione,
Q. In questo caso inoltre potremmo non avere informazioni sulla funzione di produzione, ma solo sul prez-
zo di mercato a cui & venduto quetso bene, quindi potremme eseguire una massimizzazione senza vincoli.
Impostiamo quindi il nostro problema nel sequente modo:

méwmr =RT - CT =pQ - CT(Q)

Deriviamo la funzione di profitto rispetto all’output ed uguagliamo la sua derivata prima a zero, nel seguente

modo:
or _ 0pQ-CT(@) _ Q) 9CTQ) _  taraio)

0Q 0Q oQ oQ
p—CMa(Q)=0— p=CMa(Q)

La condizione di profitto ottimale é quindi data dall’uguaglianza tra prezzo e costi marginali. E di conseguenza

il profitto nel breve periodo sara:
7_‘_BP — pQBP _ CT(QBP)

Per quanto riguarda il livello di output e il profitto (o la perdita) corrispondenti alla condizione di equilibrio
nel lungo periodo, dobbiamo prima definire la condizione di equilibrio. Sappiamo infatti che nel lungo periodo,

p=CMe(Q™™)



Il prezzo a cui "impresa decide di vendere nel lungo periodo risponde a questa condizione, ed é per questo
che I'impresa deve far si che la quantita che vuole produrre rispetti questa condizione. E di conseguenza il
profitto nel lungo periodo sara:

7_[_LP — pQLP _ CT(QLP)

Passiamo ora alla risoluzione dell’esercizio:

1.

Per calcolare la quantita di output che massimizza il profitto nel breve periodo, uguagliamo il prezzo
di mercato ai costi marginali per le ragioni che abbiamo gia discusso in precedenza:
300 — 30 270

300:2Q+30—>QBP:T 7:135

. Per calcolare il profitto massimo nel breve periodo inseriamo Q7% nella funzione di profitto:

7B =300 - 135 — [(135)2 + 30 - 135 + 300] = 40500 — 18225 — 4050 — 300 = 17925

. Il livello di output corrispondente alla condizione di equilibrio nel lungo periodo, minimizziamo il costo

medio, e uguagliamo il costo medio calcolato nel punto di minimo al prezzo di mercato come visto
precedentemente:

2
C’Me(Q):w:Q—H’)O—k@
Q Q

T—l Q2—0—>Q =300 = 17,32 = 17

300
pt = CMe(17) = 17+ 30 + T7 ~17+30+18 =65



Microeconomia
Esercitazione 14 - I regimi di mercato (2)

Luisa Loré*

29/05/2018

Esercizio 1 (E5.6, E5.7, E5.8)
ARGOMENTI
e Competizione perfetta nel breve periodo

In un mercato sotto I’assunzione di concorrenza perfetta operano 10 imprese, ognuna con la seguente funzione
di costo totale:

CT(Q:) = Q7
La funzione di domanda che caratterizza questo mercato é data dalla seguente funzione:
Q% =100 — 20p
Calcolare:

1. La funzione di offerta di breve periodo della singola impresa

2. La funzione di offerta di breve periodo dell’industria

w

. Il prezzo e la quantita di equilibrio del mercato

W~

. Il livello di produzione ed il profitto realizzato dalla singola impresa nel breve periodo

SOLUZIONE

1. Per calcolare la funzione d’offerta nel breve periodo é necessario calcolare I’equilibrio del breve periodo
per una generica impresa ¢ ed esprimere la quantita in funzione del prezzo:
1

p=CMa(Q;) — p=2Q; — Q; = P

2. Per calcolare la funzione d’offerta dell’intera industria, sommiamo linearmente le funzioni d’offerta delle
singole imprese, nel seguente modo:
1
Q=10 <2p> = 5p
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3. Per calcolare ’equilibrio di mercato dobbiamo risolvere un sistema di due equazioni in due incognite,
questo perché dobbiamo trovare il punto in cui la curva di domanda e la curva d’offerta s’incontrano.

Q%(p) = 100 — 20p
Q*(p) = 5p

Per risolvere un sistema di questo tipo basta uguagliare le due fuzioni (di domanda e d’offerta), poiché
esprimono entrambe la quantitd in funzione del prezzo

100
100—20p:5p—>25p:100_>p:§:4

Infine sostituiamo il prezzo trovato in una qualsiasi delle due funzioni, ad esempio in quella dell’offerta:
Q(p)=5-4=20

La condizione di equilibrio é:
Eq. = {QF =20, p¥ =4}
4. Essendoci 10 imprese in perfetta concorrenza ognuna di queste produrrd un decimo della quantita
domandata:
QF 20

:—:2

E _
@ = #imprese 10

Sostituiamo ora il prezzo in equilibrio e la quantitd per ogni impresa all’interno della formula del
profitto:
m=pF - QF —CT(QF)=4-2-2>2=8—-4=4

In questo caso le imprese hanno un profitto di 4.

Esercizio 2 (E5.6, E5.7, E5.8)
ARGOMENTI
e Competizione perfetta nel lungo periodo

In un mercato sotto ’assunzione di concorrenza perfetta operano 100 imprese, ognuna con la seguente funzione
di costo totale:

CT(Q)) = Q7 + 10

La funzione di domanda che caratterizza questo mercato é data dalla seguente funzione:

Q% = 300 — 20p
Calcolare:

1. 1l prezzo e la quantita di equilibrio dell’impresa nel lungo periodo
2. La quantita di equilibrio del mercato nel lungo periodo per l'industria
3. Il numero di imprese operanti del lungo periodo

4. T profitto di lungo periodo sostenuto da ciascuna impresa nel caso in cui la dimensione degli impianti
non sia libera di variare



SOLUZIONE

1. Per calcolare il prezzo e la quantita, partiamo dalla condizione di equilibrio di un’impresa nel lungo
periodo: _
p=CMe(Q™")

Percid minimizziamo la funzione di costi medi,

10
ocareq _2(Q+8) Lo
Q oQ @
Dopo aver trovato il punto minimo per i costi medi inseriamoli nella funzione di partenza e poniamola
uguale al prezzo:

0—Q*=10 — Q' = V10

1
p:cMe<m):\/ﬁ+¢%:m+mﬁpw:2m

2. Per calcolare invece D'offerta dell’intera industria, moltiplichiamo per 5 la quantita offerta dalla singola
impresa:
n@Q; = 100v10 =~ 316

3. Il numero d’imprese operanti ¢ dato dal rapporto fra la funzione di domanda del mercato nel prezzo
trovato:
Q4(2v/10) = 100 — 20p = 300 — 40v/10 ~ 300 — 126 = 174 — QF ~ 174

e la massima quantita che ogni singola impresa é disposta ad offrire nel lungo periodo:

e QF 174 ~ 55
Qi V10
Possiamo quindi notare che nel lungo periodo, l'offerta eccede la domanda e poco piu della meta
dell’imprese partecipera al mercato.

4. Infine, calcoliamo il profitto nel punto di equilibrio per ogni singola impresa:
2
w5 =pP - QF — OT(QF) = 2V/10 - V10 — (\/10) ~10=20-10-10=0

In questo caso le imprese hanno un profitto pari a 0.

Esercizio 3 (E5.9, E5.10, E5.11, E5.12)
ARGOMENTI

e Monopolio

In un mercato in cui opera una sola impresa monopolistica caratterizzata dalla seguente funzione di costo
totale:
CT(Q) = 100Q

la domanda é data da:
Q% =400 —2p

Calcolare:

1. L’equilibrio che caratterizza il mercato nel caso in cui I'impresa sia price-setter (operi in regime di
monopolio)

2. Il mark-up imposto dal monopolista ed il suo profitto
3. L’equilibrio che caratterizza il mercato nel caso in cui 'impresa sia price-taker

4. La perdita netta al monopolio



SOLUZIONE

1. Nel caso in cui un’impresa operi in regime di monopolio, massimizza la seguente funzione:

marr™ = RT(Q) - CT(Q) = p(Q)Q - CT(Q) — RMa(Q) ~ CMa(Q) =0 — RMa(Q) = CMa(Q)
Dobbiamo quindi calcolare p(Q) la funzione inversa della domanda di mercato, nel seguente modo:
1
Qd:400—2p—>2p:400—Q—>p=200—iQ

Percio marginalizziamo costi e ricavi e poniamoli uguali:

ORT(Q) _ 9(200Q — 5Q7)

o 50 =200 - Q
ICT(Q)  9(100Q)
50 = —ag =0

RMa(Q) = CMa(Q) — 200 — Q = 100 — Q™ = 100

Per trovare il prezzo insieriamo tutto nella funzione di domanda:
1 1 m
p:200—§Q:200—§100—>p =150

Eq™" ={Q™ = 100, p™ = 150}
2. Per calcolare il mark-up del monopolista sappiamo che:

pm 150 3 1
= L =" _1=2_1=2-350
CMa(Qm) 100 2 2 %

1
Mentre il profitto massimo é dato dalla classica formula:

™ = RT(Q™) — CT(Q™) = p™Q™ — CT(Q™) = 150 - 100 — 100 - 100 = 15000 — 10000 = 5000

3. Supponiamo ora che il monopolista per una qualsiasi ragione non possa o rinunci ad influenzare il
mercato, sia un’impresa price-taker ed operi quindi secondo le regole della competizione perfetta:

1 1
p=CMa(Q) — 200 — 5Q =100 — 7Q =100 — Q = 200

1
p =200 — 5200 =200 — 100 — p¥ = 100

B¢ = {Q = 200, p = 100}

Come ci aspettavamo, ’equilibrio dell’impresa monopolistica presenta una quantita inferiore ed un
prezzo maggiore rispetto a quella price-taker, infatti un monopolio produce meno e vende a prezzi pii
altri rispetto ad un’impresa che opera in concorrenza perfetta.

4. Calcoliamo ora la differenza tra profitto in monopolio e profitto in competizione perfetta:

7P = RT(Q?) — CT(Q) = pQ — CT(Q") = 100 - 200 — 100 - 200 = 20000 — 20000 = 0



Microeconomia
Esercizi Extra (3)

Luisa Loré*

Esercizi sul capitolo 5 del libro

Esercizio 1

Data la seguente funzione di costo totale
CT(Q)=Q*+aQ +5
e il prezzo p = ~, calcolare:
1. La quantita di output @ che massimizza il profitto = nel breve periodo
2. 1l profitto massimo che puo raggiungere I'impresa nel breve periodo

3. Il livello di output corrispondente alla condizione di equilibrio nel lungo periodo e il relativo prezzo

Esercizio 2
Data la seguente funzione di costo totale
CT(Q) =Q*+10Q + 16
e il prezzo p = 20, calcolare:
1. La quantita di output @@ che massimizza il profitto w nel breve periodo
2. Il profitto massimo che puo raggiungere 'impresa nel breve periodo

3. Il livello di output corrispondente alla condizione di equilibrio nel lungo periodo

Esercizio 3

Data la seguente funzione di costo totale
CT(Q)=Q*+5Q+9
e il prezzo p = 15, calcolare:
1. La quantita di output @@ che massimizza il profitto m nel breve periodo
2. Il profitto massimo che puo raggiungere 'impresa nel breve periodo

3. Il livello di output corrispondente alla condizione di equilibrio nel lungo periodo
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Esercizio 4

In un mercato sotto ’assunzione di concorrenza perfetta operano n imprese, ognuna con la seguente funzione
di costo totale:

CT(Qi) = QF +aQi +f
La funzione di domanda che caratterizza questo mercato é data dalla seguente funzione:
Q?=n—vp

Calcolare:

—_

. La funzione di offerta di breve periodo della singola impresa
. La funzione di offerta di breve periodo dell’industria

. Il prezzo e la quantita di equilibrio del mercato

-~ W N

. Il livello di produzione ed il profitto realizzato dalla singola impresa nel breve periodo

Esercizio 5

In un mercato sotto I’assunzione di concorrenza perfetta operano 10 imprese, ognuna con la seguente funzione
di costo totale:
CT(Qi) = QF +5Qi +9

La funzione di domanda che caratterizza questo mercato é data dalla seguente funzione:
Q1=35-p
Calcolare:
1. La funzione di offerta di breve periodo della singola impresa
2. La funzione di offerta di breve periodo dell’industria
3. 1l prezzo e la quantita di equilibrio del mercato

4. Tl livello di produzione ed il profitto realizzato dalla singola impresa nel breve periodo

Esercizio 6

In un mercato sotto ’assunzione di concorrenza perfetta operano 100 imprese, ognuna con la seguente funzione
di costo totale:

CT(Qi) = QF +10Q; + 16
La funzione di domanda che caratterizza questo mercato é data dalla seguente funzione:
Q% = 1000 — 50p

Calcolare:

—

. La funzione di offerta di breve periodo della singola impresa
. La funzione di offerta di breve periodo dell’industria

. Il prezzo e la quantita di equilibrio del mercato

-~ W N

. Il livello di produzione ed il profitto realizzato dalla singola impresa nel breve periodo



Esercizio 7

In un mercato sotto I’assunzione di concorrenza perfetta operano n imprese, ognuna con la seguente funzione
di costo totale:

CQ) =Q*+aQ+p

La funzione di domanda che caratterizza questo mercato é data dalla seguente funzione:

Q% =n—dp
Calcolare:
1. 1l prezzo e la quantita di equilibrio dell’impresa nel lungo periodo
2. La quantita di equilibrio del mercato nel lungo periodo per l'industria
3. La quantitda domandata dal mercato nel lungo periodo
4. 1l numero di imprese operanti del lungo periodo

5. 11 profitto di lungo periodo sostenuto da ciascuna impresa nel caso in cui la dimensione degli impianti
non sia libera di variare

Esercizio 8

In un mercato sotto I’assunzione di concorrenza perfetta operano 10 imprese, ognuna con la seguente funzione
di costo totale:

CT(Q:) = QF +5Q: +9

La funzione di domanda che caratterizza questo mercato é data dalla seguente funzione:

Q1=35-p
Calcolare:
1. 1l prezzo e la quantita di equilibrio dell’impresa nel lungo periodo
2. La quantita di equilibrio del mercato nel lungo periodo per l'industria

La quantitd domandata dal mercato nel lungo periodo

Il numero di imprese operanti del lungo periodo

ouok w

11 profitto di lungo periodo sostenuto da ciascuna impresa nel caso in cui la dimensione degli impianti
non sia libera di variare



Esercizio 9

In un mercato sotto ’assunzione di concorrenza perfetta operano 100 imprese, ognuna con la seguente funzione
di costo totale:

CT(Qi) = QF +10Qi + 16
La funzione di domanda che caratterizza questo mercato é data dalla seguente funzione:
Q% = 1000 — 50p
Calcolare:

1. 1l prezzo e la quantita di equilibrio dell’impresa nel lungo periodo
La quantita di equilibrio del mercato nel lungo periodo per l'industria
La quantita domandata dal mercato nel lungo periodo

Il numero di imprese operanti del lungo periodo

SRl o

11 profitto di lungo periodo sostenuto da ciascuna impresa nel caso in cui la dimensione degli impianti
non sia libera di variare

Esercizio 10

In un mercato in cui opera una sola impresa monopolistica caratterizzata dalla seguente funzione di costo

totale:
CT(Q) = 1000 + 50Q

la domanda ¢ data da:
Q% =100-p
Calcolare:

1. L’equilibrio che caratterizza il mercato nel caso in cui I'impresa sia price-setter (operi in regime di
monopolio)

2. Il mark-up imposto dal monopolista ed il suo profitto
3. L’equilibrio che caratterizza il mercato nel caso in cui 'impresa sia price-taker

4. La perdita netta al monopolio

Esercizio 11

In un mercato in cui opera una sola impresa monopolistica caratterizzata dalla seguente funzione di costo
totale:

CT(Q) = 200 + 10Q

la domanda ¢ data da:
Q" =100-p

Calcolare:



1. L’equilibrio che caratterizza il mercato nel caso in cui I'impresa sia price-setter (operi in regime di
monopolio)

2. Il mark-up imposto dal monopolista ed il suo profitto
3. L’equilibrio che caratterizza il mercato nel caso in cui 'impresa sia price-taker

4. La perdita netta al monopolio

Esercizio 12

In un mercato in cui opera una sola impresa monopolistica caratterizzata dalla seguente funzione di costo
totale:
CT(Q) =100+ 8Q

la domanda ¢ data da:
Q" =100—p
Calcolare:

1. L’equilibrio che caratterizza il mercato nel caso in cui I'impresa sia price-setter (operi in regime di
monopolio)

2. Il mark-up imposto dal monopolista ed il suo profitto
3. L’equilibrio che caratterizza il mercato nel caso in cui 'impresa sia price-taker

4. La perdita netta al monopolio



Soluzioni esercizi sul capitolo 5 del libro

Esercizio 1
1. QBF = 132
2. 7P =050~ [(350) 4 (5% et 8] = (33°)" - 8

3. QLP:\/B
pH=a+2yB

Esercizio 2

1. QBF =5

2. 7BP =9

3. QLP —
pLP 18

Esercizio 3

1. QB =5
2. B8P =16
3. QP =3

pLP =11

Esercizio 4

2 Q" =n(55°)

_ _ 2n+a _ 2n+a
3. Eq. —{QE —77_19(2?9+1)7PE - 279+1

4. QF = [n—9(5%5%)]
s = 2uta [0 ()] { o)) | ()], B}
v+ ) n n

Esercizio 5
L Q=182
2. Q° =5p—25
3. Bq. = {QF =25, p¥ =10}




Esercizio 6
L Qi=3p—5
2. Q° = 50p — 500
3. BEq. = {QF =250, p¥ = 15}

4. QF =25
T =—9,75

Esercizio 7

1. QLP:\/B
P =+ 2B

2. Q% =n(a+2vP)
3. QF = — 9(a+2VB)

4. LP _ 7]—19(a+2\/E)
T

5. mi=vB(a+2yB)—B—ay/B—VB=0

Esercizio 8

1. QM =3
plP =11
2. Q°=30
3. QF =24
4. ntP =38
5 m =0

Esercizio 9

1. QP =4
PP =18
2. Q° =400
3. Q¥ =100
4. ntP =25
5. m = —120



Esercizio 10
1. Egmom = {Q™ =25, p™ = 75}

2. pn=20,5
™ = —375

3. Eq.? = {Q° = 50, p? = 50}
4. 625

Esercizio 11
1. Eqmo" = {Q™ = 45, p™ = 55}

nw=4,5
m:1825

3. Eq? = {Q = 90, p? = 10}
4. 1625

Esercizio 12
1. Eqmon = {Q™ = 20, p™ = 80}

2. =9
m:1340

3. Eq = {Q = 92, p = 8}
4. 1440



Microeconomia
Correzione prova intermedia

Luisa Loré*

Correzione esercizio prova intermedia
Un mercato € caratterizzato dalla seguente funzione di domanda:
Q% =400 — 3p
Un’impresa produce sostenendo i seguenti costi totali:
CT(Q:) = QF + 50
Calcolare:

1. Supponendo che I'impresa operi in concorrenza perfetta in un mercato in cui ci sono 10 imprese identiche

(a) La funzione d’offerta dell’intera industria
(b) L’equilibrio di mercato nel breve periodo (Eq.“" {Q¥;p¥})

(c) Profitto realizzato dalla singola impresa nel breve periodo
2. Supponendo che I'impresa operi in monopolio in un mercato in cui é 'unica impresa presente

(a) L’equilibrio dell’impresa nel breve periodo

(b) La perdita di profitto in concorrenza perfetta al netto di quello in monopolio

SOLUZIONE

1. Competizione perfetta:

(a) Impostare 'equazione dell’equilibrio di un’impresa nel breve periodo:
p=CMa(Q;)

p=20Q;
1

Q; :EP
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(b) Calcolare la funzione d’offerta dell’intera industria:

1
Q" =105p = 5p

Uguagliarla alla funzione di domanda per trovare il prezzo:

Q° =Q*
5p = 400 — 3p — 8p = 400
pf =50

QF =5-50 =250
Eq.“P{QF = 250; p¥ =50}

(c) Calcolare la quantita prodotta da una singola impresa:

_QF 250

Q; =25

n 10
Sostituire prezzo e quantita trovati nel punto precedente all’interno della funzione di profitto:
wPP =pP Q7 - CT(Q7)
B8P =50 .25 — 252 — 50 = 1250 — 625 — 50 = 575
2. Monopolio:

(a) Impostare I'equazione dell’equilibrio del monopolio:

RMa(Q) = CMa(Q)
400 — Q

ORT 400 2
RT(@ =90 = (=0 — mata) - PHIY 20 2g
_00T(Q)
400 2 8 400 400 3
TR A A E A
Q™ =50
00 2, 400 1_ 400 —50
RS A el R L
PO~ 117

Eq.mon {Qmon — 50, pmon ~ 117}

(b) La perdita di profitto in concorrenza perfetta al netto di quello in monopolio
ﬂ_mon — men . Qmon _ CT(QmOTL)

7™ =117 - 50 — 502 — 50 = 3300
7Pe — pmen — 575 — 3300 = —2725



Microeconomia
Ripasso

Luisa Loré*

Di seguito una lista di alcuni (non tutti!) esercizi svolti in classe con i relativi metodi di risoluzione utilizzati.

Teoria del consumatore: La massimizzazione dell’utilita
ARGOMENTI

e Curva d’Utilita e curve d’indifferenza

e Utilitd marginale e SMS

e Vincolo di bilancio

COSA MI CHIEDE L’ESERCIZIO?

1. Calcolare la domanda del consumatore per due beni, data la sua funzione d’utilita e il suo vincolo di
bilancio.

2. Calcolare il paniere ottimo del consumatore per due beni, data la sua funzione d’utilita e il suo vincolo
di bilancio.

COSA DEVO FARE?

1. Impostare il classico sistema di risoluzione:
- n
SMS = o
R =pix1 + paza
Senza sostituire py, po € R, ma lasciando i risultati x1 e x5 in funzione di questi.
2. Impostare il classico sistema di risoluzione (vedi sopra) e risolverlo matematicamente, i punti risultanti

sono le coordinate del paniere ottimo.

RIPASSARE LA SPIEGAZIONE DELL’ESERCITAZIONE 5
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Teoria del produttore: La minimizzazione dei costi

ARGOMENTI

e Funzione di produzione e isoquanto
e Produttivitd marginale e SMST

e Funzione dei costi e isocosto

COSA MI CHIEDE L’ESERCIZIO?

1. Calcolare la scelta ottima dei fattori di produzione per minimizzare i costi per ogni livello di output.

2. Calcolare la quantitd ottimale dei fattori di produzione per minimizzare i costi per un determinato
livello di output.

3. Calcolare l’isocosto corrispondente alla minimizzazione dei costi.

COSA DEVO FARE?

1. Impostare il classico sistema di risoluzione:

SMST:%

Per un generico isoquanto, lasciando i risultati L e K in funzione di questo.

2. Impostare il classico sistema di risoluzione (vedi sopra) e risolverlo matematicamente, i punti risultanti
sono le quantita ottimali dei fattori di produzione.

3. Sostituire le quantita ottimali dei fattori di produzione nella funzione di costo totale.

RIPASSARE LA SPIEGAZIONE DELL’ESERCITAZIONE 10



Teoria del produttore: La massimizzazione del profitto nel breve periodo (rispet-
to ai fattori di produzione)

ARGOMENTI

e Concetto di breve periodo

e Profitto come differenza tra ricavi totali e costi totali

COSA MI CHIEDE L’ESERCIZIO?

1. Massimizzare il profitto nel breve periodo
2. Calcolare la quantita di output corrispondente alla massimizzazione del profitto.

3. Calcolare il profitto corrispondente alla massimizzazione del profitto.
COSA DEVO FARE?

1. Impostare il problema di massimizzazione del profitto, svincolandolo dalla funzione di produzione e
tenendo costante uno dei due fattori (convenzionalmente K):

mag T =pY —wL —rK sw. f (L, K)

max =p[f(L, K)]—wL —rK

s

maz :p[f(L, f)] —wL —rK

Calcolare la derivata prima della funzione di profitto (che ora ¢ in un’unica variabile) ed uguagliarla
a zero (N.B.! Il risultato ¢ il valore ottimale del lavoro L, non la quantita ottimale, né tantomeno il
profitto massimo!).

2. Sostituire il livello di L ottimale all’interno della funzione di produzione (N.B.! Il valore di K ¢ noto!).

3. Sostituire il livello di L ottimale all’interno della funzione di profitto (N.B.! Il valore di K & noto!).

RIPASSARE LA SPIEGAZIONE DELL’ESERCITAZIONE 12



Il mercato: La massimizzazione del profitto nel breve periodo (rispetto alla
quantita)

ARGOMENTI

e Profitto come differenza tra ricavi totali e costi totali

e Funzione d’offerta

COSA MI CHIEDE L’ESERCIZIO?

1. Calcolare la quantitd di output che massimizza il profitto nel breve periodo.
2. Calcolare il prezzo corrispondente alla massimizzazione del profitto.

3. Calcolare il profitto massimo che puo raggiungere 'impresa nel breve periodo.
COSA DEVO FARE?

1. Risolvere la seguente equazione ricavando @ in funzione di p, cosa che pud essere fatta sia in forma
generica se non si é a conoscenza del prezzo, sia risolvendo I'equazione in forma numerica.

p=CMa(Q)

2. Risolvere la funzione della domanda (in cui p ¢ in funzione di @) con il livello di output che si & ricavato
dalla funzione precedente.

3. Sostituire i livello di p e @ ottimali all’interno della funzione di profitto:

T =RT(Q) - CT(Q) =pQ — CT(Q)

RIPASSARE LA SPIEGAZIONE DELL’ESERCITAZIONE 13



Il mercato: La massimizzazione del profitto nel lungo periodo (rispetto alla
quantita)

ARGOMENTI

e Profitto come differenza tra ricavi totali e costi totali

e Funzione d’offerta

COSA MI CHIEDE L’ESERCIZIO?

1. Calcolare la quantita di output che massimizza il profitto nel lungo periodo.

2. Calcolare il profitto massimo che puo raggiungere 'impresa nel lungo periodo.

COSA DEVO FARE?

1. Minimizzare il costo medio

dCMe(Q)
oQ

=0 — Qan _ QLP

e risolvere la seguente equazione:
p=CMe(Q"")

2. Calcolare il profitto in funzione di Q" e p”

m=RT(Q"") — CT(Q"") = p™" - Q" - CT(Q"")

RIPASSARE LA SPIEGAZIONE DELL’ESERCITAZIONE 13



Il mercato: La competizione perfetta nel breve periodo

ARGOMENTI

e Competizione perfetta,

COSA MI CHIEDE L’ESERCIZIO?

1. Calcolare la funzione di offerta di breve periodo della singola impresa

2. Calcolare la funzione di offerta di breve periodo dell’industria

3. Calcolare il prezzo e la quantita di equilibrio del mercato

4. Calcolare il livello di produzione realizzato dalla singola impresa nel breve periodo

5. Calcolare il profitto realizzato dalla singola impresa nel breve periodo

COSA DEVO FARE?

1. La funzione d’offerta per una singola impresa, Q; ¢ espessa dalla condizione d’equilibrio:

p=CMa(Q)

2. Sommare linearmente tutte le funzioni d’offerta presenti nel mercato (moltiplicare per n la funzione
d’offerta di una singola impresa Q;):

Q°F =nQ;

3. Calcolare il punto d’intersezione tra curva d’offerta e curva di domanda tramite il sistema:

Q%p) JQF
Q*(p) | p*
Eq.={Q", p"}

4. Dividere la quantita caratterizzante 1’equilibrio per il numero di imprese presenti nell’industria:

n_Q°

Qi
n

5. Calcolare il profitto in funzione di QF e p¥

™ = RT(QF) — CT(QE) = p” - QF — cT(QF)
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Il mercato: La competizione perfetta nel lungo periodo

ARGOMENTI

e Competizione perfetta,

COSA MI CHIEDE L’ESERCIZIO?

1. Calcolare il prezzo e la quantita di equilibrio del mercato nel lungo periodo per I'impresa
2. Calcolare il prezzo e la quantitd di equilibrio del mercato nel lungo periodo per 'industria
3. Calcolare il numero di imprese operanti del lungo periodo

4. Calcolare il profitto di lungo periodo sostenuto da ciascuna impresa nel caso in cui la dimensione degli
impianti non sia libera di variare

COSA DEVO FARE?

1. Minimizzare la funzione di costi medi,

CMe(Q)
oQ

Risolvere la condizione di equilibrio del lungo periodo Dopo aver trovato il punto minimo per i costi
medi inseriamoli nella funzione di partenza e poniamola uguale al prezzo:

=0— Q"

p=CMe(@Q") — p"P

2. Sommare linearmente la quantita offerta da ciascuna delle imprese presenti nel mercato (moltiplicare
per n la quantita @; di una singola impresa):

Q" =nQE”

3. Dividere la quantita caratterizzante l’equilibrio (che va calcolato tramite la funzione di domanda) per
la quantita offerta da ogni singola impresa:

E
LP_Q

QL

n

4. Calcolare il profitto in funzione di Q; e p¥

mi = ptt QEF — CT(QFF)
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Il mercato: Il monopolio

ARGOMENTI

e Monopolio

COSA MI CHIEDE L’ESERCIZIO?

1. Calcolare ’equilibrio dell’impresa monopolistica (impresa price-setter)

2. Calcolare il profitto dell’impresa monopolistica

3. Calcolare il mark-up imposto dal monopolista

4. Calcolare I’equilibrio dell’impresa in competizione perfetta (impresa price-taker)

5. Calcolare la perdita netta al monopolio

COSA DEVO FARE?

1. Risolvere la seguente equazione, per trovare Q™:
RMa(Q) = CMa(Q)
E sostituire Q™ in p(Q) per trovare p™.
Eq™™ = Q™. 7™}
2. Calcolare la classica formula del profitto nei valori di p e @ trovati
" = RT(Q™) = CT(Q™) =p"Q™ — CT(Q™)

3. Calcolare il mark-up secondo la seguente formula:

m

I
1= CMa(@m)

4. Risolvere ’equilibrio di breve periodo per le imprese in competizione perfetta:
p=CMa(Q)
5. Calcolare il profitto in competizione perfetta:
77 = RT(Q) = CT(Q) = p7Q — CT(Q)

e fare la differenza tra i due profitti:

™ — P
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